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1. PRZYKEADY WPROWADZAJACE

e Najogoélniej, miara to funkcja ktéora danemu zbiorowi przyporzadkowuje pewna
liczbe (nieujemna)

e Dziedzina tej funkcji to “klasa zbioréw mierzalnych”

e Jakie wlasnosci powinna mieé¢ dziedzina (tzn. jakie zbiory umiemy mierzy¢), a jakie

sama funkcja bedaca miara?

1.1. Przyklady uzywanych miar.

e dlugosé (odleglosé)
e pole, objetosé

e masa

e czas

e prawdopodobienstwo
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1.2. Wlasnosci sensownych miar.

e jesli potrafimy zmierzyé¢ dany zbidr, to potrafimy zmierzy¢ jego dopetnienie;

e jesli potrafimy zmierzyé¢ dwa zbiory, to potrafimy zmierzy¢ ich sume, iloczyn i r6z-
nice;

e miara sumy zbioréw rozlacznych jest rowna sumie miar;

e jesli miara “catosci” jest skoriczona, to miara dopetnienia zbioru jest rowna miara
“catodci” minus miara tego zbioru;

e miara sumy to suma miar minus miara czesci wspolnej;

e miara podzbioru jest nie wicksza niz miara zbioru.

2. CIALA T SIGMA—CIALA ZBIOROW

Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Przez P(X) oznaczamy rodzine wszystkich pod-

zbiorow zbioru X. Przez A° oznaczamy dopekienie zbioru A.

Definicja 2.1. Niepusta rodzing S C P(X) nazywamy ciatem podzbioréw zbioru X jesli
spelnia ona nastepujace trzy warunki:

(i) @ €S,

(ii) jezeli A€ S, to A° € S;
(iii) jezeli A, B € S,to A,B€S.

Warunek (iii) mozna zastapi¢ warunkiem:

(iv) jezeli Ay,..., A, €S, to U, A € S.

Definicja 2.2. Niepusta rodzineg S C P(X) nazywamy o—ciatem podzbiorow zbioru X
jesli spetnia ona nastepujace trzy warunki:

(i) @ €S,

(ii’) jezeli A€ S, to A° € S;
(iii”) jezeli Ay, Ag,...€ S, tolJ A, €S.

Definicja 2.3. Jezeli S C P(X) jest o—ciatem, to pare (X,S) nazywamy przestrzeniq

mierzalng, a elementy o—ciata S nazywamy zbiorami mierzalnyms.

Przyktad 1. Przyktady o—cial:

(a) Jezeli X jest dowolnym zbiorem, to S = P(X) jest cialem oraz o—ciatem.
(b) Jezeli X jest dowolnym zbiorem, to S = {@, X'} jest cialem oraz o—ciatem.

(c) Jezeli X jest dowolnym zbiorem oraz E C X jest dowolnym podzbiorem X, to
S={9,E,E° X}
jest cialem oraz o—ciatem.

Oczywiscie kazde o—cialo jest cialem (wystarczy przyja¢ Ay = A, Ay = B, A3 = Ay =

... = @), ale nie kazde cialo jest o—ciatem.
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Przyktad 2. Niech X = R oraz A oznacza rodzine skoriczonych sum przedziatéw postaci
(a,b], gdzie —o00 < a < b < +o0. Zatem A € A wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja n € N
oraz ai,...,a,,b1,...,b, takie, ze —oco < a1 < by <ays <by <...<a, <b, < +oo oraz

n

A= J(ai, b,

i=1
Wtedy A jest cialem (¢éw.), ale jezeli A, = (2n,2n + 1], to U, A, & A, a wiec A nie

jest o—ciatem.

Nastepne twierdzenia pokazuje, ze skoriczone operacje teoriomnogosciowe na zbiorach

ciala daja wyniku zbior nalezacy do tego samego ciata.

Twierdzenie 2.4. Niech S bedzie dowolnym ciatem. Jezeli A, B € S, to
(a) ANB € S;
(b) A\ B €S;
(c) AAB € S.

Dowdd. (a) Jezeli A,B € S, to A¢, B¢ € S, a wiec A°U B¢ € §. Mamy
ANB = (A°U B¢,

awiec ANB€S.

(b) oraz (c¢) dowodzimy analogicznie. O

Dla o—cial dopuszczalne sg takze operacje przeliczalne.

Twierdzenie 2.5. Niech S bedzie dowolnym o—ciatem. Jezeli Ay, Ay, ... €S, to

o0
(A €S
n=1
Dowoad.
0o 0o ¢
N4~ (V) :
n=1 n=1
Powyzsze dwa twierdzenia mozna krotko podsumowaé mowiage, ze skoniczone lub prze-
liczalne operacje teoriomnogosciowe na zbiorach mierzalnych daja w wyniku zbiory mie-

rzalne.

Mozna poda¢ rozne definicje rownowazne ciala i o—ciata. Na przyktad

Twierdzenie 2.6. Niepusta rodzina & C P(X) jest ciatem wtedy i tylko wtedy, gdy
spetnione sq warunk:

(a) jesli A,B €S, to A\B€S;

(b) jesli A,Be S, to AUB€S.

Dowdd. (éwiczenie.) O
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Twierdzenie 2.7. (a) Jezeli S1,Sy C P(X) sq ciatami, to Sy NSy jest réwniez ciatem.
(b) Jezeli S1,Sy C P(X) sq o—ciatami, to S; NSy jest rowniez o—ciatem.
Dowdd. Udowodnimy punkt (a), dowod (b) jest analogiczny.
Niech § = 8§ N S,, a wiec
AeSs Ac SorazAeS,.

Sprawdzamy warunki z definicji ciala.

e Mamy @ € §; oraz & € Sy, a wiec J € S.
e Dalej, jezeli A € S, to A € §; oraz A € Sy, a wiec A° € §; oraz A° € S,. Zatem

Ace S.
e Ponadto, jezeli A,B € S,to A,B € §; oraz A,B € Sy. Zatem AU B € §; oraz
AUB € S,. Zatem AUB € S, czyli S jest ciatem. d

Podobnie dowodzimy, ze iloczyn dowolnej ilosci o—ciat jest o—ciatem.

Twierdzenie 2.8. Jezeli T' jest dowolnym zbiorem oraz S; C P(X) jest o—ciatem dla
kazdego t € T, to
S=[\S

teT
jest rowniez o—ciatem.

Dowdd. 7 definicji illoczynu zbioréw mamy
T E ﬂAt(:)VteT r e A
teT
Dla kazdego t € T mamy @& € A;, a wigc @ € [, Si.
Zatozmy, ze E € §S. Wtedy E € S;, a wiec rowniez E° € S; dla kazdego t € T'. Zatem
EceS.
Zatozmy, ze F; € S dla kazdego i = 1,2,.... Wtedy dla kazdego ustalonego ¢ mamy

E; € S, a wiec rOwniez
U E, €S8,.
Zatem
JEies.
U

Definicja 2.9. Niech £ C P(X) bedzie dowolng rodzing podzbioréow zbioru X. Przez

0(K) oznaczamy najmniejsze o—cialo zawierajace rodzine K.

Operacja o(K) jest zawsze dobrze okreslona, gdyz P(X) jest o—cialem zawierajacym
IC oraz na podstawie poprzedniego twierdzenia iloczyn wszystkich o—cial zawierajacych

rodzine K jest o—ciatem.



TEORIA MIARY I CALKI
Whiosek 2.10.
(a) Jezeli S jest o—ciatem, to o(S) = S.
(b) Jezeli ’Cl C ’Cg, to U(’Cl) C U(ICQ).
(c) Jezeli S jest o—ciatem oraz KK C S, to o(K) C S.
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3. ZBIORY BORELOWSKIE

Rozwazmy najpierw przypadek X = R. Niech G oznacza rodzine zbioréw otwartych
w R. Przypomnijmy, ze A C R jest zbiorem otwartym wtedy i tylko wtedy, gdy A jest

suma przeliczalnej ilosci rozlacznych przedzialow otwartych:
A = U(CLZ‘, bz)
i=1

Definicja 3.1. o—cialo Z(R) zbioréw borelowskich w R definiujemy jako

Elementy Z(R) nazywamy zbiorami borelowskimi w R.

Przyktad 3. Przyktady zbioréw borelowskich w R:
e Przedzialy postaci (a,b), (—oo,b) lub (a, +00) sa zbiorami otwartymi w R, a wiec
sg zbiorami borelowskimi.

e Przedzialy (—oo,b] lub [a, +00) sa zbiorami borelowskimi, gdyz na przyktad

(—o0,b] = ﬁ <—oo,b+%), la, +00) = ﬁ (a—%,+oo).

e Przedzialy (a, ], [a,b), [a,b] sa zbiorami borelowskimi, gdyz na przyktad

(a,b] = ﬁ (a,b+%)

n=1
lub
(a,b] = (a,4+00) \ (b, +00)
e Kazdy zbior jednopunktowy {a} jest borelowski, a wiec kazdy przeliczalny pod-

zbior jest borelowski. W szczegolnosci N, Z, Q sg borelowskie w R.

Uwaga. 1. Latwo pokazaé, ze najmniejsze o—cialo zawierajace wszystkie przedziaty to

A(R), a wiec jest to najmniejsze nietrywialne o—ciato. Istotnie, niech na przykltad
C={(a,b) :a<b,abeR}

Wtedy C C G a wiec (C) C 0(G) = AB(R). Z drugiej strony kazdy zbiér nalezacy do G
jest suma przeliczalnej ilosci przedzialow otwartych. Kazdy skonczony przedziat otwar-

ty nalezy do C, a kazdy nieskonczony mozna zapisa¢ jako sume przedziatow nalezacych
do C

o0

(a,+00) = U(a,a +n).

n=1
a wiec (a,00) € ¢(C) dla kazdego a € R, i podobnie (—o0,b) € ¢(C) dla kazdego b € R.
Zatem, jesli G jest zbiorem otwartym, to G € o(C). Inaczej G C o(C), a wiec

B(R) =0(G) C o(C).
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Podobnie mozna wykazaé, ze nastepujace rodziny przedziatow generuja B(R): jezeli
Ci={(a,b] :a <b, a,beR}
Co ={la,b) :a < b, a,b e R}
Cs = {(a,+o0) :a < b, a,b € R}
to
O'(Cl) = O'(CQ) = O'(Cg) = %(R)
Wynika stad, ze cialo A skoriczonych sum przedziatéow postaci (a,b] z Przyktadu 2
rowniez generuje AB(R), to znaczy o(A) = B(R).
2. Mozna pokaza¢ Z(R) jest mocy continuum, a wiec istnieje bardzo duzo zbiorow, ktore

nie sa borelowskie w R. Z drugiej strony dos¢ trudno skonstruowac zbior, ktory nie jest

borelowski.

Niech teraz X bedzie dowolng przestrzenia metryczna (lub ogolniej topologiczna) i niech

G oznacza rodzine zbioréw otwartych w X.
Definicja 3.2. o—cialo zbiorow borelowskich w X okreslamy jako Z(X) = o(G).
W szczegblnosci oznaczamy %, = B(R™).

Przyktad 4. Inne przyktady zbioréw borelowskich:
e zbiory otwarte w X sa borelowskie z definicji, a wiec zbiory domkniete w X sa
borelowskie jako dopetnienia zbioréw otwartych;
e Kotla, prostokaty, trojkaty, wielokaty itd. sg zbiorami borelowskimi na ptaszczyznie.
e Kule, szesciany, ostrostupy, graniastostupy itd sa zbiorami borelowskimi w prze-

strzeni.
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4. MIARY DODATNIE

4.1. Definicja i podstawowe wlasno$ci miar.

Definicja 4.1. Niech (X,S) bedzie przestrzenia mierzalng. Funkcje p : & — [0, 0]
mazywamy miarg dodatnia jesli spetnia ona warunki:

(i) u(@) =0;
(i) jesli Ay, Ay, ... € Soraz A;NA; =@ dlai#j, to

H (G An) = i:u(An)

Warunek (ii) powyzszej definicji okreslamy inaczej jako wtasno$é przeliczalnej addytyw-

nosc.

Definicja 4.2. Jezeli X jest dowolnym zbiorem, S C P(X) jest o—cialem, a p : § —
[0, 0] jest miara dodatnia, to trojke (X, S, u) nazywamy przestrzeniq z miarqg.

Uwaga.

e Zauwazmy, ze miara jest okreslona tylko dla zbioréw mierzalnych (stad ich nazwa).
e Miara dodatnia moze przyjmowaé¢ wartosci nieskoriczone (np. miara Lebesgue’a

lub miary z nastepnego przyktadu).

Przyktad 5. Przyktady miar:

(a) Niech X bedzie dowolnym zbiorem, S zbiorem wszystkich podzbioréw zbioru X oraz
1(A) oznacza liczbe elementéow zbioru A. Wtedy (X, S, p) jest przestrzenia z miara.
Tak okreslona miare nazywamy miarg liczgcq.

(b) Niech X = R, S bedzie zbiorem wszystkich podzbioréw zbioru R oraz ustalmy

X1, To, ... € X 1liczby nieujemne aq, as, ... > 0. Okreslmy
u(A) = Z a;.
{i:x; €A}

(c) Niech X bedzie dowolnym zbiorem, S zbiorem wszystkich podzbioréw zbioru X,

i ustalmy x € X. Okreslmy miare d, wzorem

1,
0z (A) =
0, jezelix & A.

jezeli x € A,

Miare ta nazywamy miarg punktowq skupiona w punkcie x.

(d) Najwazniejszym przykladem miary jest tzw. miara Lebesgue’a m,, okreslona na od-
powiednim o—ciele L£,, podzbioréw przestrzeni euklidesowej R™ mierzalnych w sensie
Lebesgue’a. W szczegélnosci o—ciato £, zawiera wszystkie kostki n—wymiarowe, a

miara takiej kostki jest rowna jej n—wymiarowej objetosci. Na przyktad,

mi([a,b]) = b —a,
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ma([a,b] x [¢,d]) = (b —a)(d — c).

Zatem m, jest odpowiednikiem dlugosci, ms jest odpowiednikiem pola, a mg odpo-
wiada zwyktej objetosci. Istnienie takiej miary jest dos¢ trudnym problemem, i bedzie

wykazane w dalszej czesci.

Twierdzenie 4.3 (Wlasnosci miar). Niech (X, S, 1) bedzie przestrzeniq z miarg.

(a) Jezeli Ay, Ay, ... A, €S sq zbiorami parami roztgeznymi, to

" (U Ai) =3 w4,

(tzw. skoniczona addytywnosc).
(b) Jezeli A,B €S oraz A C B, to u(A) < pu(B) (tzw. monotonicznosé).
(c) Jezeli A,B €S oraz A C B ipu(A) < oo, to

W(B\ A4) = u(B) - u(4).
(d) Jezeli A,B € S oraz n(AN B) < oo, to
(AU B) = p(A) + u(B) — p(AN B).

(e) Jezeli Ay, Ay, ... €S, to

7 (U An> <D (4.

(tzw. przeliczalna podaddytywnosé)
(f) W szczegdlnosci, jezeli Ay, As, ..., A, €S, to

1% (U Ai) < ZM(Az‘)‘

(tzw. skoniczona podaddytywnosé).
Dowdd. (a) Przyjmijmy w warunku (ii) definicji miary
An+1 :An+2:...:®.

Skonczona addytywnos$¢ wynika teraz tatwo z réwnosci p(@) = 0.

(b) Przyjmijmy w warunku (ii) definicji miary
A=A, Ay=B\A, Ag=A—.. —0.

Zatem
H(B) = u(A) + p(B\ A) + 040+ ... > u(A).

(c¢) wynika tatwo z powyzszego rownania.
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(d) Oczywiscie AN B C B, a wiec na mocy wlasnosci (¢) mamy
W(B\ A) = (B \ (AN B)) = u(B) — u(A N B)
Ponadto, AUB =AU (B\ A) oraz AN (B\ A) = @. Zatem
(AU B) = p(AU(B\ 4)) = p(A) + p(B\ A) = p(A) + p(B) — p(AN B).
() Prayjmijmy
By =A;, By=A\A, B,=A,\(A4U...UA,4), n=3.

Wtedy B,, C A, oraz B, € § dla kazdego n > 1. Ponadto zbiory B,,, n > 1, sa parami

roztaczne oraz
oo o
Up=Ua
n=1 n=1

Korzystajac teraz z przeliczalnej addytywnosci oraz monotonicznosci miar otrzymamy

i (U An) = <U Bn) =Y w(By) <D (A
n=1 n=1 n=1 n=1
(f) wynika z (d) po podstawieniu A, 11 = A2 =... = J. O

Twierdzenie 4.4. Jezeli Ay, As,... € S jest ciggiem zbiorow wstepujgcych, tzn. Ay C
Ay C ..., to

Dowadd. Okreslmy
Cr=4A;, Co=A\A, Co=A,\A4,1 n=2

Wtedy zbiory C,, sa mierzalne, roztaczne oraz
Ua=4., Ja=Ux
i=1 i=1 i=1

Zatem
u(UAZ-): (UC> ZM )= lim Y pu(C.
=1 =1 =1

= lim p (U Ci) = lim u(4,). O

i=1
Twierdzenie 4.5. Jezeli Ai, Ay, ... € S jest ciggiem zbioréw zstepujgcych, tzn. Ay D
Ay D ... oraz u(A;) < oo, to

n=1
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Dowod. Wystarczy zastosowaé poprzednie twierdzenie do ciagu zbiorow
lgn:::/41\\f4n; n 2317

Jest to wstepujacy ciag zbioréw mierzalnych, ktére w sumie daja zbior A; \ (),—, A,. Na

(o) ()

w(Bn) = (A1) — p(An), n=1.

mocy Twierdzenia 3.1(c)

oraz

Na mocy poprzedniego twierdzenia
7 (A1 \ QA"> =y (L_Jl Bn) = lim p(B,) = p(Ar) — lim p(A,). O

Definicja 4.6. Niech (X, S, u) bedzie przestrzenia z miara. Mowimy, Ze miara pu jest:
e skoriczona, jezeli u(X) < oo;
e o—skoriczona, jezeli istnieje ciag zbiorow Ey, Fs,... € S taki, ze u(FE,) < oo dla
kazdego n > 1 oraz X = E; U Ey U
e miarg prawdopodobienstwa, jezeli u(X) = 1. Zwykle piszemy wtedy (2, F,P) za-
miast (X, S, u).

Przyktad 6. e Miara liczaca na dowolnym zbiorze X jest miara zupelna, jest ona
skoriczona wtedy i tylko wtedy, gdy X jest zbiorem skonczonym, oraz o—skonczona
wtedy i tylko wtedy, gdy X jest zbiorem przeliczalnym.

e Miara Lebesgue’a na prostej jest o—skonczona; wystarczy rozwazy¢ przedziaty
E,=[-n,n|,n > 1.

4.2. Zbiory miary zero i zupetnosé miar. Omowimy teraz wtasnosci zbiorow, ktérych

miara jest zerowa.
Definicja 4.7. Jezeli A € S oraz pu(A) = 0, to moéwimy, ze A jest zbiorem miary zero.

Zauwazmy, ze
e podzbidér zbioru miary zero nie musi by¢ mierzalny, a wiec nie musi by¢ zbiorem
miary zero, ale
e 7 nieujemnosci i monotonicznosci miar wynika, ze jezeli A jest zbiorem miary zero,
oraz B C Ai B € S, to rowniez B jest zbiorem miary zero;
e 7 nieujemnosci i podaddytywnosci miar wynika, ze suma skonczonej lub przeliczal-

nej ilosci zbioréw miary zero jest rowniez zbiorem miary zero.

Twierdzenie 4.8. Jezeli A,B € S oraz u(B) =0, to
AU B) = p(A\ B) = p(A).
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Inaczej “odjecie lub dodanie zbioru miary zero nie zmienia miary zbioru poczatkowego”.

Dowdd. Skoro A, B € §,to AUB, A\ B € S. Ponadto ANB C B, awiec 0 < u(ANB) <
p(B) = 0. Zatem

1(A\ B) = pu(A) = p(An B) = u(A).

Ponadto, A C AU B, a wiec
1(A) < p(AU B) < p(A) + u(B) = u(A),
gdyz pu(B) = 0. Zatem u(AU B) = u(A). O

Wnhniosek 4.9. Zatézmy, ze A, B,E € § oraz A C E C B. Jezeli u(B\ A) = 0, to
W(E) = u(4) = u(B).

Definicja 4.10. Moéwimy, ze miara u jest zupetna, jezeli kazdy podzbiér zbioru miary

zero jest mierzalny (a wiec musi mie¢ miare zero).

Na przyktad miara Lebesgue’a w R™ na o—ciele zbior6w mierzalnych w sensie Lebesgue’a
jest miarg zupetna. Pokazemy teraz, ze kazda miare na dowolnej przestrzeni mierzalne;j

mozna uzupelnic.

Twierdzenie 4.11. Niech (X, S, ) bedzie przestrzeniq z miarq. Oznaczmy przez S ro-
dzine zbiorow E C X dla ktorych istniejg zbiory A, B € S takie, ze A C E C B oraz
w(B\ A)=0. Dla E € S okreslamy ji(E) = u(A). Wtedy:

(a) klasa S jest o—ciatem takim, ze S C S;

(b) wartosci fi nie zalezg od wyboru zbioréw A i B;

(c) [ jest miarg dodatniqg na S takq, ze ji(A) = u(A) dla A€ S;

(d) i jest miarg zupeing na S.

Miare i nazywamy uzupetnieniem miary i, a o—cialo § nazywamy uzupetnieniem o—

ciata § wzgledem miary pu.

Dowoad.

(a) Dla kazdego E € S mamy F C E C E oraz u(E \ E) = p(@) = 0. Zatem jezeli
EcS,to BEc€S. W szczegolnoici @ € S.

Zatozmy, ze E € S, a wiec A C E C B, gdzie A, B € S oraz u(B\ A) = 0. Wtedy
B¢ C E° C A° oraz A°, B° € S. Ponadto A°\ B® = B\ A, a wiec u(A°\ B°) = 0. Zatem
EceS.

Zalozmy, ze E; € S dla i = 1,2,.... Wtedy dla kazdego i = 1,2,... istniejg zbiory
A;, B; € S takie, ze A; C E; C B; oraz u(B; \ A;) = 0. Oczywiscie,

=1 =1 =1
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UB,-\UAZ- C U(Bi\Ai).
Zatem . . N Zoo - .
[ (U Bi\ UAz> < p <U(Bz’\f4z’)> < 2 mBi\ Ai) = 0.

Stad |JE; € S, czyli S jest o—ciatem.
(b) Przypusémy, ze E € S, przy czym A; C E C B; oraz u(B; \ 4;) = 0 dlai = 1,2.
Zgodnie z definicja 1 mamy wtedy u(F) = pu(Ay) oraz u(E) = p(As). Aby funkcja i byta

porawnie okreslona musi zachodzi¢ pu(A;) = u(As). Mamy A; C Bs, a wiec
A1\ Ay C By \ Ay
czyli u(A; \ Az) = 0. Podobnie (A \ A;) = 0. Zatem
(A1) = p(Ar 0 Ag) = p(As).

(c) Jezeli A € S, to A € S oraz oczywiscie ji(A) = u(A). W szczegolnosci ji(2) = 0.
Jezeli B; € S, i =1,2,... jest ciaggiem zbioréw parami roztacznych to odpowiadajace

zbiory A;, i =1,2,... sa rowniez parami roztaczne. Zatem korzystajac z whasnosci (1)

; (L) E) . (g AZ») - St = ),

a wiec [i jest przeliczalnie addytywna na S.

(d) Przypuscmy, ze E € S, gdzie ji(E) = 0 oraz F C E. Musimy pokaza¢, ze F € S.
Mamy A C E C B gdzie u(B\ A) = 0, a ponadto w tym przypadku u(B) = u(A4) = 0. W
szczegolnosci @ C F C B oraz u(B\ @) = u(B) = 0. Zatem F € S oraz u(F) =0. O
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5. MIARA LEBESGUE’A W R"

Najwazniejszym nietrywialnym przyktadem miary jest miara Lebesgue’a m,, okreslona
na o—ciele %, zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a w przestrzeni n—wymiarowej R".
W dalszym ciagu bedziemy stosowac nastepujace oznaczenie. Dla danego zbioru B C R”

oraz x € R" oznaczmy
B+xz={y+2:ye€ B}.

Jest to tzw. przesuniecie zbioru B o wektor x.

Twierdzenie 5.1. Istniejg o—ciato £, podzbiorow przestrzeni R™ oraz miara dodatnia

my, : %, — [0,00] o nastepujgcych wtasnosciach:
(a) B(R™) C £, ale B(R™) # £, # P(R");
(b) dla kazdej kostki w R™ postaci
P = [al,bl] X [(Zg,bQ] X ... X [an,bn]

mamy
mp(P) = (by —ay) ... (by — an);

(c) miara m,, jest niezmiennicza ze wzgledu na przesuniecia, tzn. dla dowolnych A € £,

oraz x € R"™ zachodzi
(A + ) = m(A);

(d) m, jest miarg zupeing.

W szczegolnosci my jest odpowiednikiem dtugosci na prostej; ms jest odpowiednikiem

pola na plaszczyZnie, a ms jest odpowiednikiem objetosci w przestrzeni.

5.1. Zbiory miary Lebesgue’a zero. Niech m oznacza miare Lebesgue’a na R. Roz-

wazmy najpierw dowolny zbior jednopunktowy {a}. Mamy
(= (o~ 2.0
a} = a——,al,
n
n=1
a wiec na mocy Twierdzenia 4.5 mamy

m({a}) = limm ((a - l,a]) —lim L =0,

n

Zatem m({a}) = 0 dla kazdego a € R. Wynika stad tatwo, ze kazdy zbior skoriczony oraz
kazdy zbior przeliczalnym na miare Lebesgue’a zero. W szczegolnosci m(Q) = 0. Istnieja
jednak réwniez zbiory nieprzeliczalne, ktorych miara wynosi zero. Przyktadem takiego

zbioru jest zbior Cantora.
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5.2. Przyktad zbioru niemierzalnego w sensie Lebesgue’a. Dla z,y € R okreslmy
r~ysr—yeQ.

Latwo pokazac, ze jest to relacja rownowaznosci w R (¢éw.), a wiec dzieli zbior R na
roztaczne klasy abstrakeji, ktore w sumie daja caly zbior R. Kazda klasa abstrakcji ma
niepusty iloczyn z przedziatem [0, 1], wiec na mocy aksjomatu wyboru z kazdej klasy
abstrakcji wybieramy doktadnie jeden punkt z przedziatu [0,1]. Niech A oznacza zbior
wszystkich wybranych punktow. Pokazemy, ze A nie jest zbiorem mierzalnym w sensie

Lebesgue’a.

Uwaga. Klasa abstrakcji kazdego = € R jest zbiorem przeliczalnym, a wiec klas abstrak-
cji musi by¢ nieprzeliczalnie wiele (w przeciwnym razie R byltby przeliczalny co nie jest

prawda). Zatem A jest zbiorem nieprzeliczalnym.

Zauwazmy teraz, ze z definicji zbioru A zbiory A + ¢ sa roztaczne dla réznych wartosci
q € Q. Ponadto (¢w.)
01c |J A+qcl-L2.

qG[—l,l]ﬁQ
Gdyby zbiér A byt mierzalny, oraz m(A) = ¢, to rowniez m(A+ q) = ¢, a wiec z poprzed-
niego zawierania otrzymujemy

1< Y e<3

q€[-1,1]NQ

Ale pierwsza nieréwnosé implikuje ¢ > 0, a druga ¢ = 0. Sprzeczno$¢.
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6. FUNKCJE MIERZALNE

Niech (X, S) bedzie przestrzenia mierzalna.

Definicja 6.1. Méwimy, ze f : X — R jest funkcjg S—mierzalng jezeli dla kazdego a € R
zachodzi
{reR: f(z)>a} €S8.

Inaczej: dla kazdego a € R mamy f~! ((a,+00)) € S.

Uwaga. Klasa funkcji mierzalnych nie zalezy od jakiejkolwiek miary, zalezy natomiast od
o—ciala §. Jezeli §; C Sy oraz f jest S;—mierzalna, to jest oczywiscie So—mierzalna, ale

niekoniecznie na odwrot.

Przyktad 7. Przyktady funkcji mierzalnych:

(a) Funkcja stata jest mierzalna: jezeli f(x) = ¢ dla kazdego = € X, to

o g, jezelia > c,
7 ((a,+00)) =

X, jezelia < ec.

(b) Dla ustalonego A C X okreslmy

1, jezelix € A,
0, jezelixz & A.

fz) =

Zauwazmy, ze dla dowolnego a € R zbior {z : f(z) > a} jest rowny &, X lub A. Zatem
f jest S—mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy A € S.

Twierdzenie 6.2. Dla dowolnej funkcyi f : X — R nastepujace warunki sq rownowazne:
(a) {z: f(x) >a} €S dla kazdego a € R;

(b) {z: f(x) = a} € S dla kazdego a € R;

(c) {z: f(z) <a} €S dla kazdego a € R;

(d) {z: f(x) <a} €S8 dla kazdego a € R;

(e) {z: f(x) € B} € S dla kazdego B € A(R).

Dowdd. Réownowaznosci (a) < (d) oraz (b) < (c) sa oczywiste, bo S jest o—ciatem. Na

T

przyktad
{z: f(2) <a}=({z: f(z) >a})".
Dalej
{z: f(x)>a} = {x:f(x)>a—%},

a wiec (a) = (b). Ponadto



TEORIA MIARY I CALKI 17

a wiec (b) = (a). Zatem (a) i (b) sa rownowazne, a wiec (a), (b), (c) i (d) sa rownowazne.
Udowodnimy teraz rownowaznosé (a) i (e).
Oczywiscie (e) = (a), bo kazdy przedzial (a,0c0) jest zbiorem borelowskim. Abu udo-

wodni¢, ze (a) = (e) okreslmy
gZ{GC]R:f_l(G)ES}.
Korzystajac z wlasnosci przeciwobrazow tatwo dowie$é, ze G jest o—ciatem.
e gcG bofl@)=0€S;
o jezeli G € G, to [7H@G) € S, a wiec
fHGE) = (@) es,
a wiec G¢ € G;
o jezeli G, € G,i=1,2,..., to f7YG;) € S dla kazdego i, oraz

7 <UG@) = Uffl(Gi) €S,
a wiec |, G; € G.

Ponadto na mocy (a) rodzina G zawiera wszystkie przedziaty postaci (a,c0). Zatem G =

B(R). O

Ostatnie twierdzenie mowi, ze za definicje mierzalnosci funkcji mozna przyja¢ dowolny
z warunkow (a)—(e). W szczegolnosci warunek (e) mowi, ze f jest funkcja mierzalna, jezeli

przeciwobraz kazdego zbioru borelowskiego jest zbiorem mierzalnym.

Whiosek 6.3. Jezeli f : X — R jest S—mierzalna to dla dowolnego a € R
{z: f(x)=a} €S.

Twierdzenie 6.4. Jezeli X jest przestrzeniq metryczng oraz B(X) C S, to kazda funkcja
ciggta f: X — R jest S—muerzalna.

Dowdd. Skoro f jest ciagla, a przedzial (a, o) jest zbiorem otwartym w R, to f~! ((a, 00))

jest otwarty w X. Zatem jest to zbiér mierzalny dla kazdego a. U

Przyktad 8. Ciaglosé nie jest konieczna do mierzalnosci. Na przyktad funkcja f: R — R

1, jezelix € Q,
0, jezeliz & Q,

jest B(R)-mierzalna (bo Q € A(R)) oraz L—mierzalna, ale jest nieciagta w kazdym

fz) =

punkcie.

Twierdzenie 6.5. Jezeli [ jest funkcjg S—mierzalng, to |f| jest réwniez funkcjgo S—

mierzalng.
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Dowdd. Mamy {z : |f(z)] > a} ={z: f(z) > a} U{z: f(x) < —a} € S dla kazdego a €
R. U

Twierdzenie 6.6. Zalozimy, ze f,g: X — R sq S—mierzalne oraz ¢ € R. Wtedy funkcje
f+g, —f, cf, f2 fg, max(f,g) oraz min(f,g) sa S-mierzalne.

Dowod. Mamy
flx) +9(x) <a e Feq f(z) <rAglr) <a—r,

a wiec

{w: fl@)+g(x) <a}=|J{z: flx) <r}n{z:g(z) <a—r}) €S,

reQ
bo Q jest zbiorem przeliczalnym.
Dalej {z: —f(z) > a} ={x: f(z) < —a} € S, a wiec — [ jest mierzalna.

Jezeli ¢ = 0, to cf jest mierzalna jako funkcja stata. Jezeli ¢ > 0, to

{x:cf(x)>a}:{x:f(x)>%}68.

Jezeli ¢ < 0, to c¢f = —(|c| f), a wiec musi by¢ mierzalna.

Dalej, jezeli a < 0, to {z : f2(z) > a} = X, a jezeli a > 0, to
{z:f*(z) >a} ={z: f(z) > Va}U{z: f(z) < —Va} €S,

a wiec f? jest S—mierzalna.
Ponadto

1
fo=11f+97° = (f—9)]
a wiec na podstawie tego co juz dowiedliSmy musi to by¢ funkcja mierzalna.

Mierzalnosé max(f, g) i min(f, g) wynika z réwnosci
{2 :max(f(z),9(x)) > a} ={x: f(z) > a} U{z: g(z) > a}
oraz min(f, g) = — max(—f, —g). O
Whiosek 6.7. {z: f(z) = g(z)} € S oraz {z : f(z) £ g(x)} €S
Zadanie 6.8. Jezeli f # 0, to 1/f oraz g/f sa funkcjami mierzalnymi.

Definicja 6.9. Dla dowolnej funkcji f : X — R okreslamy jej czesé dodatniq f* 1 czesé

ujemnq f~ wzorami
[T =max(f,0), [~ =—min(f,0)=max(—f,0).
Zauwazmy, ze
f=r=rfr fl=frr+r.

Whiosek 6.10. Jezeli [ jest mierzalna, to f* i f~ sq mierzalne.
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Przypomnienie z analizy: jezeli {a,} jest ciagiem liczb rzeczywistych, to granice gorna

i dolng okreslamy wzorami

limsup a,, = inf sup a,
n n=1 k>n

hm inf a,, = sup inf a;
n>1 k>n

Ciag {a,} jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy limsup,, a,, = liminf, a, a ich wspolng

warto$¢ nazywamy granica ciagu {a,} i oznaczamy lim,, a,,.
Twierdzenie 6.11. Jezeli {f,} jest ciagiem funkcji S—mierzalnych, to
sup fn, i%f fn, limsup f,, linz inf f,

sq funkcjami S—mierzalnymi.
Dowod. Mamy

{x supfn < } ﬂ{a: fulz) <a} €8,
a wiec sup,, f,, jest funkcja mierzalna. Podobnle

{ inf fu(r) > } ﬂ{x fulz) > a} €.
Mierzalno$é granicy gornej i dolnej wynika teraz z powyzszego przypomnienia. 0

Wnhiosek 6.12. Jezeli {f,} jest ciggiem funkcji S—mierzalnych, zbieznym punktowo do
f(x) = lim f,(z), zé€X,

n—o0
to f jest funkcjg S—mierzalng.
Omoéwimy teraz bardzo wazna klase funkcji mierzalnych, czyli tzw. funkcje proste.
Definicja 6.13. Niech A € S. Funkcje x4 : X — R dana wzorem
1, jezelix € A,
0, jezelixz & A,

xa(x) =

nazywamy funkcjq charakterystyczng zbioru A.

Wiemy juz, ze x4 jest funkcja mierzalng wtedty i tylko wtedy, gdy A € S.
Niech s : X — R bedzie funkcja, ktorej zbiér wartosci sktada sie z liczb ¢y, ¢co, ..., ¢,

parami réznych (a wiec s ma tylko skonczenie wiele wartosci). Niech
E,={x:s(x)=¢}, i=12,...,n.

Wtedy

n

s(z) = ZCiXEi(x), z e X.
i=1
Zatem funkcja s jest S—mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie zbiory Ey,..., E,

sg mierzalne.
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Definicja 6.14. Moéwimy, ze funkcja s : X — R powyzszej postacji jest funkcjg prostq,
jezeli zbiory Ey,..., E, € S.

Inaczej: funkcja prosta jest to skonczona kombinacja liniowa funkcji charakterystycz-

nych zbioréw mierzalnych.

Twierdzenie 6.15. Kazda funkcja mierzalna nieujemna jest granicg niemalejgcego ciggu
funkcji prostych. Doktadniej, jezeli f : X — [0,00) jest funkcig S—mierzalng, to istnieje
ciag {sn} funkcji prostych S—mierzalnych taki, ze s1(x) < so(z) < ... dlax € X oraz

lim s,(z) = f(z), z€X.

n—oo

Dowadd. Dlan =1,2,... oraz 1 = 1,2,...,n2" okreslmy

1 .
Em:{x:lgn gf(x)<22—n}

oraz
F,={z: f(x) > n}.

7 mierzalnosci funkcji f wynika, ze wszystkie zbiory E,; oraz F, sa mierzalne, a wiec
jezeli

i1

u(r) = 30 1 () + e, ()

i=1

to kazda funkcja s, jest funkcja prosta, i tatwo sprawdzié¢, ze funkcje te maja zadane

wlasnosci (éw.) O

Uwaga. Wiemy juz, ze dowolna funkcja mierzalna f daje sie zapisa¢ jako réznica dwoch
nieujemnych funkcji mierzalnych f = f* — f~, a zatem kazda funkcja mierzalna jest

granicg ciggu funkeji prostych (niekoniecznie monotonicznego).
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7. CALKA LEBESGUE’A

7.1. Definicja calki Lebesgue’a. Kolejnym celem teorii miary i calki jest definicja po-
jecia catki dla funkcji rzeczywistych okreslonych na dowolnych zbiorach. Catka Lebesgue’a
jest uogolnieniem catki Riemanna znanej z analizy matematycznej, ma wszyskie jej wta-
snodci, a takze wiele nowych. Podstawowa intuicja prowadzaca do pojecia calki Lebesgue’a
jest fakt, ze calka funkcji nieujemnej okreslonej na przedziale powinna by¢ réwna polu
pod wykresem funkcji.

Niech (X, S, 1) bedzie przestrzenia z miara.

Definicja 7.1. Jezeli s jest nieujemna funkcja prosta postaci

n
S = E CiXE;»
=1

to okreslamy catke Lebesgue’a funkcji s wzorem

/sd,u = iclu(Ez)

Uwaga. Przyjmujemy nastepujaca umowe: jezeli ¢; = 0 oraz pu(E;) = oo, to ¢;u(E;) = 0.

Przyktad 9. Dla F € § mamy
/ Xe dp = p(E),

oraz jezeli By, By € S, By N Ey = &, u(Ey), p(Ey) < 0o oraz s = 2xg, — 3XE,, tO

[ s =20(E0) ~ ()

Definicja 7.2. Jezeli f: X — R, f > 0, jest nieujemng funkcja mierzalng, to okreslamy

jej catke Lebesgue’a wzorem

/fdu = sup {/sdu 1 0 < s < f, s jest funkcja prost@} .

Uwaga. (a) Z mierzalnosci f wynika, Ze jest ona granica niemalejaceo ciggu funkcji pro-
stych, a wiec powyzsza definicja ma sens.

(b) Nie wykluczamy mozliwosci [ f du = oo.

(c) Latwo sprawdzi¢, ze dla funkcji prostej obydwie definicje daja te sama wartosé caltki

(¢w.).

Przypomnijmy, ze dla dowolnej funkcji f : X — R okreslilidmy jej cze$é¢ dodatnig
1 ujemna
f+ :max(f,O), f_ :max(—f,O).

Wtedy f = f= — f~ oraz jezeli f jest mierzalna, to f* 1 f~ roéwniez.
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Definicja 7.3. Jezeli f : X — R jest dowolna funkcja mierzalna, to okreslamy jej catke

[ran=[rrau- [ £

przy zalozeniu, ze przynajmniej jedna z catek po prawej stronie jest skonczona.

Lebesgue’a wzorem

Definicja 7.4. Jezeli [ jest mierzalna oraz [ |f| du < oo, to mowimy, ze f jest funkcjg
catkowalna i piszemy f € L'(u).

Uwaga. Z uwagi na réownosé |f| = f* 4 f~ mamy

/fdu<oo(:)/|f| dp < oo.
Zatem caltka Lebesgue’a jest bezwglednie zbiezna.

Definicja 7.5. Jezeli F € S oraz f : X — R jest funkcja S—mierzalna, to okreslamy

catke funkcji f po zbiorze E wzorem

/fduz/fxEdu-
E
Uwaga.

e Oczywiscie fX fdp= [ fdp.

e W roznych podrecznikach stosuje sie rézne oznaczenia catki Lebesgue’a. Obok
[ fdu pojawia SiQ rowniez [ f jesli jasne jest wzgledem jakiej miary catkujemy;,
albo [ f(x , albo nawet [ f(x) p(dx).

o Jezeli caikujemy funkQ]Q f:R—=>R Wzglqdem miary Lebesgue’a m, to piszemy

/[%b]fdm - /abf(x)dx

Uzasadnimy poézniej, ze nie prowadzi to do nieporozumien.
7.2. Podstawowe wlasnosci calki Lebesgue’a.

Twierdzenie 7.6. Jezeli f : X — R jest funkcjg mierzalng, u(E) < oo oraza < f(z) < b
dlax € E, to

ap(E) < /Efdu < bu(E).

Dowadd. Jezeli 0 < a < f < bdlax € E, to funkcja fxg jest nieujemna, a wiec dla kazdej

funkcji prostej s takiej, ze a < sxyg < fxg < b mamy

ap(E) < /Esdu < bu(E).

Zatem nieréwno$é ta jest prawdziwa rowniez dla f zamiast s.
Jezeli f przyjmuje wartosci obydwu znakéw na E, oraz a < f < b, toa < 0 < b.

Stosujac powyzszy wynik do nieujemnych funkcji f* i f~ dostajemy

/f*du /f du = ap(E),
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a stad tatwo teze twierdzenia. 0

Twierdzenie 7.7. (a) Jezeli f,g : X — R sq mierzalne i catkowalne oraz f < g na F,

to
/fdu</gdu
E E

(b) Jezeli f > 0 jest mierzalna oraz A,B € S, A C B, to

/Afdﬂé/deu-
Jenau=- [ ran

(d) Jezeli f jest catkowalna oraz ¢ € R, to

/cfd,u:c/fdu.

(e) Jezeli u(E) =0, to [, fdu=0.

(c) Jezeli f jest catkowalna, to

Dowdd. (a) Jezeli 0 < f < g, oraz s jest funkcja prosta taka, ze s < f, to rowniez s < g
i szukana nieréwno$¢ wynika z definicji supremum.

Jezeli f i g sa dowolnego znaku i f < g, to fT < gt oraz f~ > g, a wiec

/f*dué/fdu, —/f‘dué—/g‘du.

Sumujac stronami otrzymamy szukang nieréwnosc.
(b) Mamy fxa < fxs, 1 wystarczy zastosowaé¢ wlasnosé (a).

(c) Mamy

(=) =max(—f,0) = f,
(=f)" = max(f,0) = f,

Jenan=[nrdu [(-nau
Z/f‘du—/ﬁd/x:—/fdu.

(d) Jezeli f = xg dla pewnego E € S, to

/Cfd,uz/CXEdM:CN(E):C/XEdM:C/de-

Jezeli ¢ > 0 oraz s = )., a;xg, jest funkcja prosta, to

Jesan= [ tcane)
- cZai,u(Ei) —c/sdu.

a wiec
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Jezeli ¢ > 0 oraz f jest funkcjg nieujemna, to

/(cf)du:sup{/sd,uzogsgcf}

:sup{/(cs)d,uzogcsgcf}

:sup{c/sdp:()gséf}
:csup{/sd,uzogsgf}:c/fdu.

Jezeli ¢ > 0 oraz f jest calkowalna, to wystarczy zauwazyc¢, ze

(cf)F =cf, (cf) =cf,

oraz skorzystac¢ z definicji catki funkcji dowolnego znaku.
W przypadku, gdy ¢ = 0 whasnosé (d) jest oczywista, a dla ¢ < 0 wynika tatwo
z punktu (c).
(e) Wynika to tatwo z punktu (a). O

Twierdzenie 7.8. Jezeli f : X — R jest funkcjq catkowalng, to

’/fdu‘ < [ 151 dn

Dowdd. Mamy — |f| < f < |f|, a wiec na mocy punktu (a) poprzedniego twierdzenia

_/|f| dﬂg/fdué/!f!d/%

skad wynika teza twierdzenia. O

mamy

Jedng z najwazniejszych wtasnosci catki Lebesgue’a jest fakt, ze okresla ona nows miarg

dodatnia na S.

Twierdzenie 7.9. Jezeli f : X — [0,00] jest ustalong funkcjg S—mierzalng, to funkcja

zbioru v : S — [0, 00| okreslona wzorem

o) = [ fdu. A€,
A
jest miarg dodatniq na przestrzeni mierzalnej (X, S).

Dowdd. Mamy p(@) = 0, a wiec na mocy Twierdzenia 7.7 mamy v(&) = 0. Nalezy jeszcze
wykazac, ze jezeli A; € S, i =1,2,... sa zbiorami parami rozlacznymi oraz A = |J, 4,
to

) v (4) = 3 vy,

i=1
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Zatozmy najpierw, ze f = x g jest funkcja charakterystyczna to warunek powyzszy jest

rownowazny przeliczalnej addytywnosci p, gdyz

/XEdM:/J(AmE)-
A

Jezeli f jest funkcja liniowa, to f jest kombinacja liniowa funkcji prostych, a wiec (2)
rowniez zachodzi.
W przypadku ogdlnym, jezeli f > 0, to dla dowolnej mierzalnej funkcji prostej s takiej,

ze 0 < s < f, mamy

/sdu:i/ sdugil/(z‘ln),
A n=1 n n=1

a wiec na mocy definicji catki dla funkcji nieujemnej

[e.e]

V(A)=/Afdu<§/f‘nsdu<;V(An)-

Aby wykaza¢ nier6wno$¢ przeciwna, zauwazmy, ze mozemy zalozy¢, ze v(A,) < oo, dla
kazdego n (w przeciwnym razie szukana nier6wnosé jest oczywista).

Dla danego £ > 0 wybierzmy funkcje prosta s taka, ze 0 < s < f oraz

/ sdu > [ fdp—e, / sdp> [ fdu—e.
A1 A1 A2 A2
Oczywiscie

I/(A1UAn)2/ sduz/ sdu—l—/ sdp > v(A) +v(Ay) — 2e,
A1UAo Ay Az

a wiec V(A1 U Ay) > v(Ay) + v(Ay). Przez indukeje

v(A) Zv(AU...UA,) = ZV(Ai),

=1

i przechodzac do granicy otrzymujemy szukang nieréwnosc. 0

7.3. Zbiory miary zero. Wlasno$¢ prawie wszedzie. Jako prosty wniosek z poprzed-
niego twierdzenia oraz Twierdzenia 4.8 otrzymujemy wniosek méwiacy, ze przy catkowaniu

mozna pominaé zbiory miary zero.

Whiosek 7.10. Jezeli A,B€ S, BC A oraz u(A\ B) =0, to

/Afduszfdu.

Definicja 7.11. Niech E € §. Powiemy, ze wtasnos¢ P zachodzi dla prawie wszystkich x
w zbiorze E (lub inaczej: prawie wszedzie na F), jezeli wlasnosé ta zachodzi dla kazdego

r € B\ A, gdzie A jest zbiorem miary zero.
Przyktad 10. o Jezeli f,g: X — R sg mierzalne, to
p{z: fx) # g(x)}) =0,

to mowimy, ze funkcje f i g sa rowne prawie wszedzie i piszemy f = g p.w.
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o Jezeli f = g p.w., to dla kazdego A € S
[ gdu= | gan
A A

e Jezeli f jest catkowalna, to oczywiscie pu({z : |f(x)| = c0}) = 0, a wiec inaczej:

o ile cafki te istnieja. (¢w

funkcja catkowalna jest skoriczona prawie wszedzie.

e Jezeli zbior {z : f(x) < 0} ma miare zero, to méwimy, ze f jest nieujemna prawie
wszedzie i piszemy f > 0 p.w.

e Jezeli dopelnienie zbioru {z : lim, f,(z) = f(x)} ma miare zero, to mowimy, ze

ciag {f.} jest zbiezny do funkcji f prawie wszedzie.

Nastepne twierdzenie podaje warunki pozwalajace sprawdzi¢ kiedy f = 0 p.w. Zauwaz-
my, ze jesli f = 0 p.w., to na mocy poprzedniego przykltadu [ fdp = 0 oraz fA fdu=0
dla kazdego A € S.

Twierdzenie 7.12. Zatozmy, ze f: X — R jest funkcjg mierzalng.
(a) Jezeli f jest nieujemna oraz [ fdm =0, to f =0 p.w.

(b) Jezeli dla kazdego zbioru A € S mamy [, fdu =0, to f =0 p.w.
Dowdd. Niech A, ={z: f(z) > 1/n},n>1

(a) Jezeli f jest nieujemna, ale nie jest rowna 0 p.w., to istnieje n takie, ze u(A4,) > 0.
Ale wtedy

1
[ranz [ anzucan)>o
An n

co daje sprzecznosc.

(b) Niech A= {x: f(x) > e}. Wtedy

OI/Afdu>/A€du=€M(A)7

a wiee p(A) = 0. Stosujac ten fakt dla e = = oraz n > 1 dostajemy

[e.o]

p({a: flw)>0}) = (UA><ZM(A

Podobnie p({z : f(z) <0}) =0, a wiec u({z: f(x) #0}) = 0. O
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7.4. Twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci. Calka Lebesgue’a ma znacznie lepsze wta-
snosci niz catka Riemanna zwtlaszcza jezeli rozwazymy wtasnosci graniczne. Przypomnij-
my, ze aby zapewni¢ catkowalnosé granicy ciggu funkeji catkowalnych w sensie Riemanna
nalezy zatozy¢ jednostajna zbieznos¢ tego ciggu. W przypadku catki Lebesgue’a wystarczy
zbieznos¢ punktowa i monotoniczno$é lub ograniczonosé przez funkcje catkowalna.

Pierwsze twierdzenie nosi nazwe twierdzenia Lebesque’a o zbieznosci monotoniczne;.

Twierdzenie 7.13. Niech {f,} bedzie ciggiem nieujemnych funkcji mierzalnych takim,
ze
filz) < falx) < ...y, 2z e XL

to
/fdu ~ lim /fndu-
n—oo

Dowadd. 7 wtasnosci catki oraz monotonicznosci ciagu f,, wynika, ze

/fld,ué/fgdug...g/fdu

a wiec jest to niemalejacy ciag liczb. Jezeli L oznacza jego granice, to L < [ fdu. Aby

Jezeli f(x) = lim, o0 fu(2),

wykazaé twierdzenie musimy uzasadni¢, ze rowniez L > [ fdp.
Niech s = > 7 a;xp, bedzie dowolng funkcja prosta taka, ze s > f oraz ustalmy
c € (0,1). Niech A,, = {z: fo(z) > cs(x)} dla n > 1. Poniewaz f,(x) rosnie do f(x) dla

kazdego x oraz ¢ < 1, to dla zbioréw A, mamy
A1CA2C...7 UAn:X
i=1

Zatem dla kazdego n

/fndu>/ fndu>c/ s dp
An An

= c/ (Em: az‘XE,—) dp = ciaiu(E,- NA,).
An

i=1 i=1

Ale na mocy twierdzenie o ciaglo$ci miar mamy
limpu(E; N Ay) = p(Ey),

a wiec przechodzac do granicy w ostatniej nieréwnosci otrzymamy

L> Z%M(Ei) = c/sd,u.
i=1

Z dowolnosci ¢ € (0,1) mamy L > [ sdu, a z dowolnosci s < f mamy L > [ fdp. O

Przyktad 11. Jezeli X = [0,00) z miara Lebesgue’a m oraz f, = nx(o,n). Wtedy f, > 0,
fo — f =0 dla kazdego z, ale [ f,,dm =1 oraz [ fdm = 0. (ciag {f,} nie jest rosnacy
dla kazdego = € X).
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Uwaga. W powyzszym twierdzeniu mozna zalozy¢, ze kazda funkcja f, jest nieujemna

p.w., ze ciag {f,} jest niemalejacy p.w. oraz, ze zbieznos¢ zachodzi p.w. (¢w.)

Korzystajac z twierdzenia o zbieznosci monotonicznej mozemy dowiesé, ze catka sumy

jest rowna sumie catek.

Twierdzenie 7.14. Jezeli f i g sq nieujemnymi funkcjami mierzalnymsi, albo jezeli f i g

/(f+9)du:/fdu+/gdu-

Dowadd. Zatézmy najpierw, ze f i g sg nieujemnymi funkcjami prostymi, tzn.

= aixa, 9= bxs,
i=1 j=1

gdzie Ay, ..., A, oraz By, ..., B, sa parami rozlaczne oraz | J, A; = Uj B; = X. Wtedy

f+g= Z Z(ai +bj)XAinB;;

i=1 j=1

sa catkowalne, to

a wiec

/ (f +g)din =3 as + by)u(A: 1 By)

i=1 j=1
=5 au(AnBy) + 3N bu(Ain B))
i=1 j=1 i=1 j=1

= ZaiM(Ai) +ijN(Bj) = /fdu—i-/gdu.

Zatem twierdzenie zachodzi dla funkcji prostych.
Jezeli f i g sa dowolnymi funkcjami nieujemnymi, to istnieja niemalejace ciagi nieujem-

nych funkcji prostych {s,} i {t,} takie, ze
f=lims,, g¢g=Ilimt,.

Wtedy s, +t,, n > 1, sa funkcjami prostymi, ktére w granicy daja f + ¢. Zatem na mocy

twierdzenia o zbiezno$ci monotonicznej mamy

/(f—l—g)du:lim/(sn—i-tn)duzlim/sndu+lim/tndu:/fd,u—l—/gdu.

Jezeli natomiast f i g sa catkowalne, to

[1s+gldn< [asi+lohau= [\ dn+ [ 1ol dn < .

a wiec f + g jest catkowalna. Ponadto

f+9)"=(f+9) =f+9=f"—f"+9"—g,
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a wiec
(f+9) " +f +g =f+g" +(f+9) .

Wszystkie funkcje w powyzszej sumie sa nieujemne, wiec stosujac powyzszy wynik mamy

/(f+g)+dﬂ+/f_du—i-/g_duZ/f+du+/g+du+/(f—i—g)_du.

Po prostych przeksztalceniach

Jusoan= [+ an- [+9an
=/f+du—/f‘du+/g+du—/g‘du
Z/fdu+/gdu. O

Twierdzenie powyzsze mozna uog6lni¢ dla sumy szeregu funkcji nieujemnych.

Twierdzenie 7.15. Jezeli {f,} jest ciagiem nieujemych funkcji mierzalnych, to

(505 o

Dowaod. Niech Fy = 2521 fn. Na mocy poprzedniego twierdzenia

/FNdu—é/fndu.

Ponadto ciag {Fy, N > 1} jest niemalejacy i jego granica wynosi f(z) =Y, f,. Zatem

na mocy twierdzenia o zbieznosci monotonicznej

Fro f o g v
N o)
:Nhi{lozl/f"dﬂzzlff"d“' O

Nastepne twierdzenie nosi nazwe lematu Fatou.
Przypomnienie:
liminf a, = sup(inf ak> = lim(inf ak>.

n k>n n k>n

Twierdzenie 7.16. Zatdzmy, ze { f,,} jest ciggiem nieujemych funkcji mierzalnych. Wtedy

/ <1im inf fn) dy < lim inf / £, du.
Dowdd. Niech
9 = Inf fi.
Wtedy {g,} jest niemalejacym ciggiem nieujemych funkcji mierzalnych, ktérego granica

jest liminf, f,. Oczywiscie, g, < fi for k > n, a wiec réwniez

/gndu</fkdu-
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/gndu < Igg/fkdu-

Przechodzac z n — oo, na mocy twierdzenia o zbiezno$ci monotonicznej po lewej stronie

Stad dla kazdego n > 1

otrzymamy [ (liminf, f,,) du, a po prawej liminf,, [ f, dpu. O

Kolejnym bardzo waznym wynikiem jest twierdzenie Lebesque’a o zbieznosci ograniczo-

nej.

Twierdzenie 7.17. Jezeli {f,} jest dowolnym ciggiem funkcji mierzalnych, zbieznym

punktowo do funkcji f oraz istnieje funkcja mierzalna g taka, zZe

[l <g oraz /gdu < oo,

[ an=tim [ fuan

W szezegolnosei jezeli pu(X) < oo oraz |f,] < M dlan > 1, to teza twierdzenia jest

to

prawdziwa.

Dowdd. Zauwazmy, ze {f, + g} jest ciagiem funkeji nieujemych, a wiec na mocy lematu

Fatou
/fdu+/gdu: /(f+g)du < liminf/(fn—i‘g)du:liminf/fnd,u—l—/gd,u.
Skoro g jest catkowalna, o odejmujac stronami [ g du otrzymujemy

/fd,ugliminf/fndu.

Podobnie rozwazajgc funkcje nieujemne g — f,, otrzymujemy

/gdu—/fduz/(g—f)du < lirr;inf/(g—fn)du
= /gdu + lin}linf/(—fn) dp,
a wiec
— /fdu < limninf/(—fn) dp = —lim sup/fn dp.
Zatem w polaczeniu z pierwsza czesciag dowodu
[ i <t [ g <t [ fudo< [ ran
co konczy dowdd twierdzenia. 0

Przyktad 12. Ciag f, = nxjo,1/m z Przykladu 11 pokazuje réwniez, ze bez zalozenia

ograniczonosci przez funkcje catkowalna, zbiezno$é¢ catek moze nie zachodzié.
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7.5. Poréwnanie z catka Riemanna. Przypomnijmy krotko definicje catki Riemanna

funkcji f : [a,b] — R ograniczone;j.

Uwaga. W tym paragrafie bedziemy pisacé f[a B f dm dla calki Lebesgue’a wzgledem miary

Lebesgue’a m oraz f: f(z)dx dla calki Riemanna.
Niech P = {zg,1,...,2,} bedzie dowolnym podzialem przedziatu [a, b], gdzie
a=x<1<...<2,=b
Okre$lmy dlai=1,2,...,n

M;= sup f, m;= inf f,

[s—1,24] [@i—1,25]

oraz gorng i dolng sume catkowq dla f:

EM ;1:11 gmll Tio1).

Dalej okreslamy catke gorna i catke dolng Riemanna

/b f(z)dz =inf {U(P, f) : P jest podziatem [a,b]},

/b f(z)dx =sup{L(P, f) : P jest podziatem [a, b]}

Jezeli caltki gorna i dolna sg rowne, to mowimy, ze f jest catkowalna w sensie Riemanna

na [a, b], a ich wspolna wartos¢ oznaczamy przez fab f(x)dx.

Twierdzenie 7.18. (a) Jezeli f : [a,b] — R jest funkcjq catkowalng w sensie Riemanna,

to f jest catkowalna w sensie Lebesgue’a na |a,b] oraz

/[ab]fdm / e

(b) Ponadto funkcja f ograniczona jest catkowalna w sensie Riemanna na [a,b] wtedy
1 tylko wtedy, gdy f jest catkowalna w sensie Lebesque’a oraz zbidr punktow nieciggtosci

f w [a,b] ma miare Lebesque’a zero (inaczej f jest ciggla prawie wszedzie na [a,b]).

Szkic dowodu. Wszystkie catki w dowodzie sg liczone po przedziale

Wybieramy niemalejacy ciag podziatow Py taki, ze

U(Be f) / f(x)dz, L(Pif) / f(z) dz

oraz przy ustalonym P, = {x¢,x1,...,z,} okreslamy funkcje

= Z MiX (2,1 245 Li(z) = ZmiX[:cFuIi]‘

Oczywiscie wartosci M; oraz m; zaleza od podziatu P,. Wtedy
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oraz
Li(z) < La(z) < ... < f(z) < ... < Us(z) < Uy(x).

Zatem istnieja granice
L(z) = lilgn Li(z), Ux)= lilgn Uk(z),

i korzystajac z twierdzenia o zbieznosci ograniczonej (f jest ograniczonall!) mamy

/(U—L) dm:h]gn/(Uk—Lk)dm:lilgn[U(Pk,f)—L(Pk,f)] Z/f(x) dx—/f(x) dx.

Wystarczy teraz zauwazy¢, ze na mocy ostatniej rownosci f jest calkowalna w sensie
Riemanna, wtedy i tylko wtedy, gdy U = L p.w., co z kolei oznacza, ze f jest catkowalna
w sensie Lebesgue’a (i zachodzi rownosé calek) oraz zbior punktéw nieciagtosci f ma

miare zero. U

Przyktad 13. Jezeli f : [0, 1] — R jest funkcja charakterystyczna zbioru liczb wymiernych
z przedziatu [0, 1], to f jest catkowalna w sensie Lebesgue’a, bo QNJ0, 1] jest zbiorem prze-
liczalnym, a wiec borelowskim, a wiec mierzalnym w sensie Lebesgue’a. Ponadto poniewaz
m(Q) =0, to f[O,l] fdm=0.

Z drugiej strony f nie jest ciagta w zadnym punkcie przedziatu [0, 1], a wiec nie jest
to funkcja catkowalna w sensie Riemanna. Zatem klasa kunkcji catkowalnych w sensie

Lebesgue’a jest szersza niz klasa funkcji catkowalnych w sensie Riemanna.
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8. KONSTRUKCJA MIARY LEBESGUE’A

Miara m,, i o—cialo ., zostang okreslone tak, ze:

o B(R") C %, a wiec kazdy zbiér borelowski w R™ jest zbiorem mierzalnym;

e w szczegblnodcei kazdy przedzial w R™ postaci
P = [al,bl] X [CLQ,bQ] X ... X [an,bn]

jest zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a;
e m,(P)=(by —ay) ... (by —ay), a wiec my jest odpowiednikiem dlugosci na
prostej; mo jest odpowiednikiem pola na ptaszczyznie, a mgs jest odpowiednikiem

objetosci w przestrzeni.

Uwaga. Niestety nie da sie okresli¢ miary Lebesgue’a na P(R™); w dalszym ciagu podamy

przyktad zbioru niemierzalnego (tzw. zbior Vitali’ego).

Podamy konstrukcje jednowymiarowej miary Lebesgue’a w R; bedziemy przy tym pisaé
m zamiast m, oraz . zamiast 2. Glowny pomyst konstrukcji miary Lebesgue’a, to
zauwazenie, ze miara m otwartego przedzialu (a,b) powinna byé¢ réwna jego diugosci,

a wiec m ((a,b)) = b — a. Zatem, jesli G jest zbiorem otwartym w R, oraz

G = G(ai, bl),
i=1

gdzie przedzialy te sa parami roztaczne, to

[e.e]

m(G) = (b — a;).

i=1
Ale zbiory otwarte nie stanowia o—ciata, a wiec musimy rozszerzy¢ te definicje. Niech dla
ECR

m(E) = inf {m(G) : G otwarty oraz F C G} .
Niestety m nie jest miarg na P(R), a wiec musimy sie ograniczy¢ do pewnego o—ciala;
bedzie to .£. Jednak technicznie bedzie tatwiej rozwazaé przedziaty postaci (a, b] zamiast
przedzialow otwartych. Chodzi o to, ze skoriczone sumy przedziatow postaci (a, b] tworza

cialo, ktore generuje A, a skoniczone sumy przedzialéw otwartych nie tworzg ciata.
8.1. Miara zewnetrzna.

Definicja 8.1. Niech X bedzie dowolnym zbiorem. Funkcje p* : P(X) — [0, co| nazywa-
my miarg zewnetrzng, jesli spelnia ona warunki:

(1) p(2) = 0;

(2) jezeli A C B, to u*(A) < u*(B);

(3) jezeli Ay, As,... C X, to

Ty (U An> <> (A,

n=1 n=1
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Uwaga. Miara zewnetrzna nie jest miara dodatnia.

Najczesciej spotykany sposéb zadawania miary zewnetrznej podaje nastepne twierdze-

nie:

Twierdzenie 8.2. Niech C C P(X) bedzie dowolng rodzina podzbiordw zbioru X takq, ze
@, X €C. Niech { : C — [0,00] bedzie dowolng funkcjq takq, ze ((&) = 0. Okreslmy

W (E) = inf {ZE(AJ : A; € C dla kazdego 1 orazE C UAZ} )
i=1

=1

Funkcja p* jest miarg zewnetrzng.
Zanim udowodnimy to twierdzenie zobaczmy dwa przyktady.

Przyktad 14. e Jezeli X = R, C oznacza rodzine przedzialow pototwartych (a, b] oraz
¢((a,b]) = b—a, to u* okreslona w powyzszym twierdzeniu jest miara zewnetrzna.

e Jezeli X = R?, C oznacza rodzine prostokatow pototwartych (a,b] x (c, d] oraz
g((aﬁ b] X <C7 d]) = (b - a’)(d o C)7
to p* okreslona w powyzszym twierdzeniu jest miara zewnetrzna.

Dowdd Twierdzenia 8.2. Musimy sprawdzi¢ warunki (1), (2) i (3) z definicji 8.1.

(1) Ktadac Ay = Ay = ... = @ mamy >, {(A;) = 0, i z nieujemnosci ¢ otrzymujemy
p* (@) = 0.

(2) Dalej, jezeli A C B oraz B C |J; Ai, to rowniez A C |J A;, a wige p*(A) < Y-, 0(A).
Zatem p*(A) < p*(B).

(3) Na koniec, przypuscmy, ze Aj, As, ... sa dowolnymi podzbiorami X i wybierzmy do-
wolne € > 0. Dla kazdego ¢ > 1 istnieje ciag Cy1, Cia, ... € C taki, ze

AiclJGy oraz Y U(Cy) <pt(A) + %.
J J

Wtedy >, A; C U, ; Cij oraz

=1 9,7 %
< Z w* (Az) + Z %
i=1 i=1

Z dowolnosci wyboru € wynika wlasnosé (3). O
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8.2. Twierdzenie Caratheodory’ego. Nastepny krok w konstrukcji miary Lebesgue’a

to okreslenie o—ciata zbioréw mierzalnych wzgledem miary zewnetrzne;j.

Definicja 8.3. Niech p* : P(X) — [0, 00] bedzie miarg zewnetrzna. Powiemy, ze zbior
A C X jest u*-mierzalny, jezeli dla kazdego £ C X

pr(E) = p(ENA) + p* (BN A°).
Warunek z definicji nazywamy warunkiem Caratheodory’ego.
Zauwazmy, ze skoro pu* jest miara zewnetrzna, to na mocy warunku (3) definicji 8.1 dla
kazdego zbioru F i dla kazdego A C X mamy
pr(E) < p(ENA) +p* (BN A°).
Zatem, aby sprawdzi¢, czy zbior A jest p*—mierzalny wystarczy sprawdzié¢, ze
(3) pi(E) Z p (ENA)+p (BN A%
dla kazdego F C X. Oczywiscie warunek ten jest zawsze spelniony jesli p*(E) = co.

Definicja 8.4. Mowimy, ze A C X jest zbiorem p*—miary zero, jezeli u*(A) =0

Twierdzenie 8.5. Klasa £ zbiorow p*—mierzalnych jest o—ciatem w X. Jezeli okreslimy
p € — [0, 00] wzorem
M(E):M*<E)v Eeg,

to p jest miarg dodatnig. Ponadto o—ciato £ zawiera wszystkie zbiory p*—miary zero.

Dowadd. Dowod podzielony jest na 4 kroki.
Krok 1: Pokazemy, najpierw, ze £ jest ciatem.
e Zauwazmy, ze FN@ =g, EN@°= ENX = E. Zatem warunek Carathe-
odory’ego dla @ jest oczywiscie spelniony, czyli @ € £.
e Jezeli A € £, to biorac pod uwage symetrycznos¢ warunku Caratheodory’ego
ze wzgledu na A 1 A°, wnioskujemy, ze A¢ € £.
e Niech A, B € £ oraz F C X. Mamy zatem
W) = it (B 0V A) + 1 (11 A°)
= [W(ENANB)+ ' (ENANBY)]+
+ [ (ENA°NB) + p(EN AN B°)]
> (EN(AUB))+p (EN(AUB))
Pierwsza réowno$¢ wynika z mierzalnosci A, druga z mierzalnosci B (zastoso-
wanej dwukrotnie), a ostatnia nieréwnosé¢ z podaddytywnosci u* oraz faktu,
ze
AUBC(ANB)U(ANB°) U(A°N B).
Zatem A U B spelnia warunek (3), czyli AUB € €£.
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Krok 2: Pokazemy teraz, ze £ jest o—ciatem.

Niech najpierw Aj, A, ... beda parami roztacznymi zbiorami z £. Okreslmy

n [e.9]

i=1 =1

Mamy B, N A, = A,, oraz B, N A% = B,,_;, a wiec dla dowolnego £ C X

W (ENB,) =p(ENB,NA,)+u(ENB,NAY)
=u(ENA,)+pu(ENB,1).

Powtarzajac otrzymamy

n

p(ENB,) =) u(ENA).

=1

Na mocy poprzedniego kroku B,, € £. Zatem dla dowolnego £ C X

pH(E) = (EN By) + " (EN By

=> w(ENA)+p (ENB)
=1

> p(ENA)+p(EN B
i=1
z monotonicznosci p*. Biorac n — oo i korzystajac z podaddytywnosci p*

p(E) 2> p(ENA)+p'(ENB°)

=1

i (Uena) i en

i=1

=i (Em UAZ) + (BN B°)
=1

=" (ENDB)+p (ENB°)

a wiec B € £.
Jezeli teraz mamy dowolny cigg A, Ao, ... € &, to kladac

Blel, BQZAQ\Al, Bn:An\(AlLJUAn_l), 7123

otrzymujemy cigg By, Bs, ... zbiorow z £ parami roztacznych i taki, ze

U,
=1 =1

Zatem J, A; € €.
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Krok 3: Pokazemy, ze * jest miara na &.
Zauwazmy, ze na mocy Kroku 1 wiemy, ze @ € &, a z definicji p*(@) = 0.
Ponadto, w poprzednim kroku wykazaliSmy, ze jesli Ay, As,... € € sa parami

roztaczne oraz B oznacza ich sume, to dla dowolnego £ C X

W (E) = 3w (BN A) +u (B0 BY)

=1

Ktadac ' = B dostajemy
pH(B) = i (A).
i=1

Krok 4: Pokazemy, ze £ zawiera zbiory p*—miary zero.
Jezeli A C X oraz p*(A) = 0, oraz E C X, to p*(ENA) < u*(A) = 0 oraz
pr(ENA°) < p(E), a wige

(B 0 A) + (B 0 A%) < i (B),
a wiec A € £. O

8.3. Miara Lebesgue’a na prostej. Rozwazymy teraz szczegotowo przypadek gdy X =
R oraz C jest cialem Ay skonczonych sum przedzialow postaci (a,b] oraz dla A € Ay

postaci A = |J_,(a;, b;] okreslamy

Okreslmy
(4) m*(F) = inf {ZK(AZ) : A; € Ay dla kazdego ¢ oraz £ C UAZ} :
i=1 i

Na mocy Twierdzenia 8.2 m* jest miara zewnetrzna w sensie Definicji 8.1. Funkcje m*
nazywamy (jednowymiarowa) miarg zewnetrzng Lebesgue’a.

Na mocy Twierdzenia 8.5 klasa .Z zbioréw m*—mierzalnych jest o—cialem. Elementy
o—ciala £ nazywamy zbiorami mierzalnymi w sensie Lebesgue’a. Ponadto na mocy tego

samego twierdzenia funkcja zbioru
m(A) =m*(4), AecZ,

jest miara dodatnia na .Z. Nazywamy ja (jednowymiarowa) miarqg Lebesgue’a.
Aby zobaczyé co mierzy miara Lebesgue’a musimy jeszcze wykazaé¢ dwie wazne wla-
snosci miary Lebesgue’a:
(1) ZR) C Z;
(2) m((a,b]) = m*((a,b]) = £((a,b]) = b—a.
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Zatem jednowymiarowa miara Lebesgue’a jest uogolnieniem (a wlasciwie Scista definicja)
pojecia dhugosci podzbioréow proste;j.

Udowodnimy te wtasnosci w dwoch krokach. Pierwszym krokiem jest wykazanie, ze ¢
jest funkcja przeliczalnie addytywna na ciele Ag. Nie jest to jednak miara, bo nie jest

okreslona na o-—ciele.

Twierdzenie 8.6. Jezeli Ay, Ay, ... € Ay oraz |, A; € Ao, to

(08-S

Dowdd. Niech A = J, A;. Skoro A € Ay, to mozemy zalozy¢, ze A = (a,b]. Mamy dla

dowolnego n > 1
¢

0(A) = ¢ (U AZ) = (4),

i=1
bo ¢ jest skoriczenie addytywna na Ag. Zatem rowniez ((A) > > 2 0 (A;).
Aby udowodnié¢ nier6wno$¢ przeciwna przyjmijmy, ze (a, b] jest przedziatem skoriczonym

(przypadek nieskonczony — ¢w.). Mozemy rowniez zatozyé, ze A; = (a;,b;] dla i > 1.

(o 5,51

jest pokryciem otwartym przedzialu domknietego [a + ¢, b], a wiec na mocy jego zwar-

Wybierzmy ¢ > 0. Rodzina

tosci mozna wybraé¢ podpokrycie skoniczone, ztozone z N przedzialow. Przenumerowujac

i usuwajac zbedne przedzialy mozemy zalozy¢, ze

ap < ag <...<an

oraz
€ €
b; + 5 € (ai+17 biv1 + ﬁ) .
Zatem
l(A)=b—a=b—(a+¢e)+e¢
N €
< 4=
< ; (b,+ 5 a,) + €
i=1
a wige £(A) < D72 U(A4). O

Drugim krokiem jest rozszerzenie ¢ na o—ciato zbioréw borelowskich i pokazanie, ze

rozszerzenie to pokrywa sie z miara Lebesgue’a na B(R).
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Niech Aj bedzie cialem pozdbioréw zbioru X, a ¢ funkcja przeliczalnie addytywna na
Ao, tzn. jezeli Ay, Ag, ... € Ay oraz |, A; € Ay, to

z(szp) :fy(/xi).

Okreslmy m* wzorem
m*(E) = inf {ZE(AZ) : A; € Ay dla kazdego ¢ oraz £ C UAZ} :
i=1 i

Jest to taki sam wzor jak (4), ale tym razem m*, Ay oraz ¢ sa ogdlniejsze. Oczywiscie na
mocy Twierdzenia 8.2 m* jest réwniez miarg zewnetrzna, wiec przez £ okreslamy o—ciato

zbiorow m*-mierzalnych.

Twierdzenie 8.7 (Caratheodory’ego o rozszerzaniu miary). Przy powyzszych oznacze-

niach
(a) m*(A) = L(A) dla A € Ay;
(b) Ay € €, a wiec o(Ay) C E;

(c) jezeli € jest o—skoriczona, to funkcja ¢ ma jednoznaczne rozszerzenie na o(Ap).

Uwaga. 7 czesci (a) i (b) tego twierdzenia wynika, ze kazdy przedzial postaci (a, b] jest
zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a, a jego miara Lebesgue’a jest rowna jego dtugosci.
Z czesci (¢) wynika, ze rozszerzenie funkcji ¢ na zbiory borelowskie pokrywa sie z miarg

Lebesgue’a.

Dowad.

(a) Niech £ € Ay. Mamy m*(FE) < ((E) (wystarczy przyja¢ Ay = F, Ay = A3 = ... = ).
Jesli E C |J; Ai, gdzie Ay, Ay, ... € Ag, to okreslamy

n—1
Bn:Eﬂ<An\UAZ->, n>1.

=1

Wtedy By, Bs,... sa rozlaczne, |J, B, = E, oraz B,, € Ay i ((B,) < {(A,). Zatem

z przeliczalnej addytywnosci ¢ na Ay mamy
UB) = UBy) <Y Ay,

a wiec ((E) < m*(FE). Zatem ((E) = m*(F) dla E € Ay.
(b) Niech A € Ay, E C X. Wybieramy dowolne € > 0 oraz zbiory By, Bs, ... € A, takie,

ze

Ec| B, > uB)<m'(E)+e.
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Wtedy z addytywnosci ¢ na Ay

> Zf(B
= UBiNA) +> (BN A°)

m*(ENA)+m"(En A9,
gdyz B, A, i=1,2,..., jest pokryciem zbioru E N A, a B; N A% i=1,2,..., jest
pokryciem zbioru E N A¢. Z dowolnosci wyboru £ > 0 mamy, ze A spetnia warunek
(3) dla kazdego E C X, a wiec A jest m*—mierzalny.
(c) Zalozmy, ze n jest rozszerzeniem ¢ na o(Ap), tzn. n jest miara na o(Ap) taka, ze

n(E) = ((E), EeA.

Pokazemy, ze rownos¢ ta zachodzi rowniez dla E € o(Ay).

Mamy

m*(E) = inf {ZK(AJ : A; € Ap dla kazdego i oraz E C UAZ}

= inf {Z n(A;) : A; € Ag dla kazdego i oraz E C UAZ} .

i=1
Zatem, jezeli E C |J; A, to
<n (U Ai) < n(A),
gdyz n jest miara, a stad wynika, ze n(E) < m*(FE).
Z drugiej strony wybierzmy ¢ > 0 oraz zbiory A, As, ... € Aq takie, ze

Ze ) +e, ECUA

Niech A =, A; € 0(Ap) oraz By, = A, U...UA, € Ay. Wtedy m*(A) < m*(E) +-¢,
a wiec
m*(A\ E) <e
gdyz m* jest miarg na o(Ag) oraz A, E € o(Ap). Zatem
m*(A) = lilgnm*(Bk) = liin n(By) = n(A).
Stad
m*(E) < m*(A) =n(A) =n(E) +n(A\ E)
+m*(A\ E) < n(E) +e.
<

(
Z dowolnosci € > 0 mamy m*(E

Uwaga. (1) B(R) C £ C P(R), ale Z(R) # .Z # P(R).
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(2) Jak juz wiemy z Twierdzenia 8.5 miara Lebesgue’a na .Z jest zupelna. Mozna wykazac,

ze £ jest uzupelhieniem #(R) w sensie Uwagi po Definicji 4.10.
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9. TWIERDZENIE FUBINIEGO

Twierdzenie Fubiniego to abstrakcyjny odpowiednik znanego dla funkcji dwéch zmien-
nych twierdzenia, ktéra umozliwia obliczenie catki podwojnej przez zamiane na catki ite-
rowane. Najpierw jednak nalezy zdefiniowa¢ o—ciato oraz miare w iloczynie kartezjanskim

dwoch przestrzeni z miara.
9.1. Twierdzenie o klasach monotonicznych.

Definicja 9.1. Rodzine zbiorow M C P(X) nazywamy klasa monotoniczna jesli spetnia

ona warunki:

(a) jezeli A; € Moraz Ay C Ay C ..., to |, Ai € M;
(b) Jezeh A; € Moraz A; D Ay D ..., to ﬂzAz e M.

Oczywiscie, kazde o—ciato jest klasa monotoniczna, ale niekoniecznie na odwrot.

Twierdzenie 9.2. Zatdimy, ze Sy jest ciatem oraz S = o(Sy). Wiedy najmniejszq klasq

monotoniczng zawierajgcq ciato Sy jest o—ciato S.

9.2. Miary produktowe. Niech (X,S) oraz (Y, T) beda dwoma przestrzeniami mierzal-
nymi. Mierzalnym prostokgtem nazywamy kazdy podzbior iloczynu kartejzanskiego X x Y
postaci A x B, gdzie A € S oraz B € T. Niech C C P(X x Y) oznacza klase wszystkich

mierzalnych prostokatéow oraz niech
§x T =0(C),
oznacza o—ciato produktowe w X X Y.

Definicja 9.3. Dla dowolnego zbioru £ C X X Y oraz z € X, y € Y, okreslamy zbiory
E,={yeY:(z,y)€ £} CY,

oraz
EV={re X :(x,y) € E} C X.

Nazywamy je przekrojami zbioru E.

Twierdzenie 9.4. Przekroje zbioru mierzalnego sq zbiorami mierzalnymi. Doktadniey,

jezeli E € § x T, to:

e dla kazdego x € X mamy E, € T;

e dla kazdego y € Y mamy EY € S.

Szkic dowodu. Wystarczy rozwazy¢ klase R C P(X x Y') zbiorow E, ktérych kazdy prze-
kroj jest mierzalny. Klasa R jest o—cialem oraz zawiera wszystkie mierzalne prostokaty.
Zatem C C R awiec S x T C R. O
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Majac okreslone o—ciato w X x Y mozemy rozwazac¢ funkcje f : X x Y — R mierzalne.
Niech f: X xY — R bedzie dowolng funkcjg. Dla dowolnego x € X okreslamy funkcje
fz Y = R wzorem

fay) = f(z,y), yeY,
oraz dla ustalonego y € Y okreslamy funkcje f¥ : X — R wzorem
fz) = f(zy), z€X.
Funkcje f, i fY nazywamy przekrojami funkcji f.
Twierdzenie 9.5. Przekroje funkcji mierzalnej sq funkcjami mierzalnymi. Doktadniey,
jezeli f: X XY — R jest funkcjg S x T —mierzalng, to:
e dla kazdego x € X funkcja f, jest T —mierzalna,
o dla kazdego y € Y funkcja f, jest S—mierzalna.
Dowdd. Dla dowolnego a € R jezeli Q = {(z,y) : f(z,y) > a}, to Q € S x T oraz
{v: foly) > a} = Qu, {z: fU(2) >a}=0Q"
Na mocy poprzedniego twierdzenia QQ, € T 1 QY € S. O

Niech teraz (X,S,u) oraz (Y,T,v) beda dwiema przestrzeniami z miarami. Na prze-

strzeni mierzalnej (X X Y, S x T) okreslimy teraz miare dodatnia A = p X v.

Twierdzenie 9.6. Zaldzmy, ze miary p oraz v sq o—skonczone i niech B € S x T.

Okreslmy funkcje ¢ : X — [0,00] 19 : Y — [0, 00| wzorami
plr) =v(E), veX

oraz
U(y) = u(EY), yeY.

Wtedy ¢ jest S—mierzalna, a v jest T —mierzalna oraz

/chduz/yz/;dy.

Idea dowodu. W dowodzie korzysta sie z pojecia monotoniczne]j klasy zbiorow. Jesli R
oznacza rodzine zbiorow E € S x T, dla ktérych twierdzenie jest prawdziwe, to R zawiera
wszystkie mierzalne prostokaty. Istotnie, jezeli E = A x B, gdzie A € S oraz B € T, to
E, = B oraz EY = A, a wiec wtedy funkcje ¢ = v(B)xa 1 ¢ = pu(A)xp sa mierzalne.
Ponadto

[ dn =) [xadn=nw(B) = ) [xwiv = [ vav

Dalej pokazuje sie, ze R jest najmniejsza klasa monotoniczng zawierajaca wszystkie pro-
stokaty, a wiec R =8 x T O
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Mozemy juz teraz podaé definicje miary produktowej. Zatozmy, ze (X, S, p) i (Y, T,v)

sa przestrzeniami z miarami i miary te sg o—skonczone.

Definicja 9.7. Dla E € § x T okreslamy miare produktowg p x v : 8§ x T — [0, 0]

(e oB) = [ (Ea)duta) = [ w(B") doty).

Rownosé dwu ostatnich catek wynika z poprzedniego twierdzenia. To, ze powyzszy wzor

faktycznie okresla miare na S x T wynika z Twierdzenia 7.15.

9.3. Twierdzenie Fubiniego. Niech f bedzie funkcja S x T—mierzalng i niech A = ux v

oznacza miare produktowa. Twierdzenie Fubiniego podaje warunki kiedy zachodzi réwnosé

Xxyf(ﬂsy)dmy /(/fa:yczu ) /(/fxydu ) v(y).

Twierdzenie 9.8. Niech f: X xY — [0,00] bedzie funkcja S x T -mierzalng.
(a) Jezeli f >0, oraz okreslimy ¢ : X — [0,00], ¥ : Y — [0, 00| wzorami

(5) olz) = /Y fodv,  bly) = /X 7 dp,

to @ jest funkcjg S—mierzalnag, ¢ jest funkcjg T —-mierzalng oraz

(6) /Xsoduz XXyM(uXWz/yM%

(b) Jezeli f € LY x v), to f, € LY(v) dla prawie kazdego x € X oraz f¥ € L'(u) dla
prawie kazdego y € Y, funkcje ¢ i 1) sq okreslone prawie wszedzie na X Y wzorem

(5), oraz ¢ € LY(u) i ¢ € LY(v) oraz zachodzi Téwnosé catek (6).

Uwaga.

(a) Zalozenie f € L'(1 X ) mozna nieco bardziej szczegélowo zapisaé

/X )] dray) < o

a zgodnie z punktem (a) twierdzenia warunek ten jest rownowazny kazdemu z warun-

kow

/X (/y|f(x,y)| du(y)) dp(z) < oo, /y(/XU(x’y)' du(x)) du(y) < oo,

(b) Zauwazmy, ze
:/Yf(x,y)dl/(y), w(y)zfxf(:my)du(w)

a wiec rownosé (6) oznacza to samo co réownosé przed twierdzeniem.
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Szkic dowodu. Jezeli f = xp, to mierzalnos¢ ¢ i 1» wynika z Twierdzenia 9.6, a réwnos¢
(6) wynika z definicji miary produktowej.

Z prawdziwosci pukntu (a) twierdzenia dla funkcji charakterystycznych i liniowosci catki
wynika, ze (a) zachodzi dla funkcji prostych.

W ogélnym przypadku przyblizamy f niemalejacym ciagiem funkcji prostych i korzy-
stamy z twierdzenia o zbiezno$ci monotoniczne;j.

W dowodzie (b) korzystamy z rownosci f = f— f~ oraz stosujemy punkt (a) do kazdej
z funkeji f* 1 f~. Z zalozenia o skoriczonosci catki [ |f| dA\ wynika, ze ¢ i 9 sa okreslone
pw.na XiY. 0

10. PRZESTRZENIE LP

10.1. Nieréwnosci Jensena, Holdera i Minkowskiego.

Definicja 10.1. Mowimy, ze funkcja ¢ : (a,b) — R jest wypukla, jezeli dla dowolnych

z,y € (a,b) oraz A € [0, 1] spelniona jest nieréwnosé
e (1 =Nz +Ay) < (1= Ne(@) + Ap(y).

Warunek z powyzszej definicji jest rownowazny nastepujacemu: dla dowolnych a < s <

t < u < b zachodzi nieréwnosé
(7)

Twierdzenie 10.2. Jesli ¢ jest wypukta na (a,b), to ¢ jest cigglta na (a,b).

p(t) —pls) _ plu) = ¢(t)
t—s u—t

Twierdzenie 10.3 (Nier6wnos$¢ Jensena). Niech (X,S,u) bedzie przestrzeniq z miarg
takq, ze u(X) = 1. Niech f : X — (a,b) bedzie funkcjg catkowalng oraz ¢ bedzie funkcjg

w(/xfdu> </Xgoofdu.

Dowdd. Oznaczmy t = [, fdu. Wtedy t € (a,b). Niech 3 oznacza kres gorny ilorazéw po

wypuktg na (a,b). Wtedy

lewej stronie nieréwnosci (7) po wszystkich s € (a,t). Wtedy 5 jest nie wieksze niz kazdy

z ilorazoéw po prawej stronie, o ile u € (¢,b). Zatem dla s € (a,b) mamy

p(s) = p(t) + B(s = t).
Zatem
p(f(x) —o(t) = B(f(x) =) =0
dla wszystkich x € X. Ponadto ¢ jest funkcja ciagta, a wiec ¢ o f jest funkcja mierzalna.

Catkujac stronami wzgledem miary p ostatnia nieréwnosé otrzymamy

[ ot ptotx) - o ( [ fau- tu(X)) > 0.

Ale z zalozenia u(X) =1 oraz [, fdu = t. To daje nierownosé¢ Jensena. U
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Definicja 10.4. Méwimy, ze liczby p, ¢ > 0 sa wyktadnikami sprzezonymi, jezeli p+q = pq
lub réwnowaznie

S+ =1
P q

Na przyktad, p = ¢ = 2 sa sprzezone. Ponadto 1 i co rowniez mozemy rozwazac¢ jako

sprzezone.

Twierdzenie 10.5. Zaldzmy, zZe p i q s¢ wyktadnikami sprzezonymi oraz p € (1,00).
Niech (X,S,p) bedzie przestrzeniq z miarg oraz f,g : X — [0,00] bedq funkcjami mie-
rzalnymi. Wtedy zachodzq:

(a) nieréuwnosé Holdera

Amw<MfWVWAWﬂW;

(b) nierdwnosé Minkowskiego

o< o] " [

Dla p = ¢ = 2 otrzymujemy nier6wnosé¢ Schwarza

(/X fgdu)zé/Xdeu/ngdu-
[l o[ ]

Jezeli A =10, to f =0 p.w., awiec fg = 0 p.w. i nier6wnos$¢ Holdera jest spelniona. Jezeli

Dowdd. (a) Niech

A > 0 oraz B = 00, to nierébwnosc jest oczywista. Zakladamy zatem, ze A, B € (0, 00).

Oznaczmy

f g
F=2L .
A’ G B

/W@:/@@:L
X X

Wybierzmy dowolny = € X takie, ze F(x),G(z) € (0,00). Wtedy istniejg liczby s,t € R
takie, ze F(x) = e*/? oraz G(z) = e"/9. Skoro 1/p + 1/q = 1, to na mocy wypuklosci

Wtedy

funkcji wyktadniczej mamy

es/p+t/q g les/p + let/q.
p
Zatem dla kazdego x € X

F(z)»  G(x)?
(@p Gl
p q

Catkujac stronami wzgledem miary g otrzymamy

/FGd,ug1 1:1.
X P q

F(z)G(x) <



TEORIA MIARY I CALKI 47

Zatem [ fgdp < AB.
(b) Mamy

(f+g=f-(f+9 " +g-(f+g)"

Na mocy nierownosci Héldera mamy

/f (f49)" du < U fpdul l/p U(f + g)(p”qdu} v
/ g-(f+9)P" du < { / g”dﬂ} v { / (f + g)(p‘”qcm] Uq.

Ale (p — 1)qg = p, a wiec sumujac dwie ostatnie nieréwnosci mamy

[t +grdu< [ Ju+ g)p] " [{ / f”du}l/p ; { / gpdu}l/p] |

Jezeli lewa strona jest rowna 0 lub prawa rowna oo, to nieré6wnosé¢ jest spetniona. W

oraz

przeciwnym razie na mocy wypuktosci funkcji ¢ — P mamy

(%) %(f“rg)

Zatem, jesh prawa strona jest skoniczona, to [(f + ¢g)Pdp jest skoniczona. Dzielac stronami

przez pierwszy czynnik po prawej stronie otrzymujemy nieréwnos$é Minkowskiego. ([l

Uwaga. Rownosé w nieréwnosci Holdera zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje ¢ > 0

takie, ze fP = cg? p.w. na X.

10.2. Definicja przestrzeni L”. Ustalmy p > 1. Dla f : X — R oznaczamy przez | f||,

norme rzedu p funkcji f dana wzorem

1/p
1Al = { / |f|”du}

oraz przestrzen funkcji catkowalnych z p-ta potega przez
() = {f : Ifll, < o0}

Uwaga. Zatozmy, ze X = {x1,29,...} jest zbiorem przeliczalnym. Wtedy kazda funkcje
f X — R mozemy utozsamia¢ z ciagiem (aq,as,...), gdzie a; = f(x;). Jezeli p jest

miarg liczaca na X, tzn. p(A) = liczebnosé zbioru A dla A C X, to
[ fin=3" ) =3
X i=1 i

Wtedy LP(u) oznaczamy przez (P, a wiec

gp:{a:(al,ag,... fal, = (X ja) " < }
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Definicja 10.6. Przez L*>(u) oznaczamy zbior funkeji S-mierzalnych ograniczonych pra-
wie wszedzie wzgledem g1 (ograniczonych poza zbiorem miary zero). Przez || f|| oznacza-

my kres dolny zbioru {M : |f| < M prawie wszedzie}.

Twierdzenie 10.7. Jezeli p i q sq wyktadnikami sprzezonymi, p € [1,00], f € LP(u) oraz
g € L9(n), to fg € L'(p) oraz
1fally <1171, lgll, -

Dowdd. Dla p € (1,00) jest to po prostu nier6wnosé Holdera.

Jezeli p = 0o, to ¢ = 1 oraz dla prawie kazdego x € X mamy

[f(@)g(2)] < [fl| o lg(2)].

Calkujae stronami otrzymujemy | gl < Il Il 0
Twierdzenie 10.8. Zalozmy, ze p € [1,00] oraz f,g € LP(n). Wtedy f + g € LP(u) oraz

1+ gll, < UIfIl, + gl -

Dla p € (1,00) jest to po prostu nier6wno$¢ Minkowskiego. Dla p = 1 lub p = oo
nieréwnosé¢ wynika z nieréwnosci trojkata | f + g| < |f] + |g]-

Oczywiscie, jesli a € R oraz f € LP(u), to af € LP(u), gdyz [laf|, = [al [ f],- Zatem
LP (1) jest przestrzenia liniowa.

Ustalmy p € [1,00] i dla f,g € LP(u) oznaczmy

aif,9)=11f-d4l,-

Wtedy d(g, f) = d(f, g) oraz na mocy nier6wnosci Minkowskiego d(f, h) < d(f, g)+d(g,h)
dla dowolnych f,g,h € LP(u). Ponadto d(f, f) = 0, ale d(f,g) = 0 nie implikuje f = g.
Ale d(f,g) = 0 implikuje f = g prawie wszedzie na X.

Jezeli utozsamimy funkcje rowne prawie wszedzie na X wzgledem miary pu, to LP(u)
jest przestrzenia metryczna z metryka d. Najwazniejsza wtasnoscia tej przestrzeni jest
jej zupelnosé: kazdy cigg Cauchy’ego elementéw przestrzeni LP jest zbiezny sensie me-
tryki d do pewnego elementu przestrzeni LP. Dokladniej, jesli fi, fa,... € LP(u) oraz
[fo = full, = 0 gdy m,n — oo, to istnieje f € LP(u) takie, ze | f, — fll, — 0 gdy

n — oQ.

11. TWIERDZENIE RADONA—NIKODYMA

Niech g, A : & — [0, 00] beda dwiema miarami dodatnimi na przestrzeni mierzalnej

(X,8).

Definicja 11.1. Méwimy, ze miara A jest absolutnie ciagta wzgledem miary pu, jezeli dla
kazdego zbioru E € S
wE)=0 = AFE)=0.
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Przyktad 15.

(a) Jezeli f: X — [0, 00] jest funkcja S—mierzalna, to wiemy juz, ze wzor

NE) = [ fau EBes.

okresla miare dodatnia na S. Wtedy, jezeli u(E) = 0, to A(E) = 0. Zatem calka
Lebesgue’a zadaje miare absolutnie ciagla wzgledem miary pu.

(b) Jezeli N = {1,2,...} oznacza zbior liczb naturalnych, X = R, § = P(R) oraz dla
E C R okreslimy

w(E) = #(ENN),

to miara Lebesgue’a na R nie jest absolutnie ciaglta wzgledem p. Na przyktad, jesli
E=(0,1),tom(F)=1,ale ENN =g, a wiec u(E) = 0.

Nastepujace twierdzenie Radona-Nikodyma jest stwierdze4dniem odwrotnym do czedci
(a) przyktadu: kazda miara absolutnie ciagla wzgledem p jest catka z pewnej nieujemne;

funkcji S—mierzalne;j.

Twierdzenie 11.2. Zatézmy, Ze u, A : & — [0,00| s¢ dwiema miarami dodatnimi o—
skoriczonymi na przestrzeni mierzalnej (X,S) oraz A jest absolutnie ciggta wzgledem .

Wtedy istnieje nieujemna funkcja S—mierzalna g : X — [0, 00| taka, Ze

AE) :/gdu, EeS.
E
Jezeli h : X — [0, 00] jest inng funkcjg o tej wtasnosci, to h = g prawie wszedzie na X.

Przyktad 16. Zalozmy, ze X = [0,2], S = HA(|0,2]) oraz p = m jest miara Lebesgue’a na
[0,2]. Rozwazmy o—cialo T

T = {@, [072]7 [Ov 1]7 (17 2]} )

Kazda funkcja 7-mierzalna jest postaci aix[o,1) + a2X(1,2-
Niech f:[0,2] — [0, 0] bedzie dowolng funkcja borelowska. Okreslmy miare A : 7 —

[0, 0o] wzorem
)\(E):/fdm, EcT.
E

Oczywiscie, A jest absolutnie ciggta wzgledem p na 7. Na mocy twierdzenia istnieje

funkcja g : [0,2] — [0, 00] postaci
g = aiXjo,1] T a2X(1,2]

taka, ze dla ' € T mamy

[Efdm = /Egdm =aym([0,1] N E) + aam(E N (1,2]).
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W szcezegolnosei, dla E = [0, 1] oraz E = (1, 2] otrzymujemy
a; = / fdm, as = / fdm.
Na przyklad, jezeli f(z) = 2% to a; = %, as =

Jezeli oznaczymy u(f) = [ < fdu, to g mozemy oznaczy¢ jako g =

pw(f1T).
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