TEORIA MIARY I CALKI

DEFINICJA I WEASNOSCI CALKI LEBESGUE’A

Zadanie 1. (Wlasnosci calki Lebesgue’a) Pokazaé, ze prawdziwe sa nastepujace
stwierdzenia:

(a) jezeli f =0oraz £ € S, to [ fdu = 0;

(b) jezeli f: X — R jest funkcja S-mierzalng oraz p (E) = 0, to

[ fan=o;
E
(c) jezeli f,g: X — R sa funkcjami S-mierzalnymi oraz 0 < f < g na zbiorze E € S, to
| tdn< [ gy
E E
(d) jezeli f: X — R jest funkcja S-mierzalna, f > 0 oraz E,F € Si E C F, to
| pan< [ g
E F

(e) dla kazdego ¢ > 0

/chd,u:c/Efdu.

Zadanie 2. Pokazaé, ze jezeli f : X — R jest funkcja S-mierzalna,
a < f(z) < bnazbiorze £ € S oraz pu(F) < 0o, to

E)</fd,u<bu E
E

Zadanie 3. Udowodni¢, ze jezeli A,B € S, A C B oraz u(B\A) =0, to

/Afduz/deu-

Wywnioskowaé stad, ze jezeli f,g: X — R sg funkcjami S-mierzalnymi oraz zbior

{reX:f(z)#g(2)}

ma miare p zero, to

/deuzfxgdu-

Zadanie 4. Udowodnij, ze dla dowolnej funkcji nieujemnej i mierzalnej f : X — R mamy

lim [ min(f,n)du = /fd,u

n—oo

Zadanie 5. Udowodni¢, ze jezeli f € L (u), to takze |f| € L (u) oraz

‘/ fdu’</ |fldp

Zadanie 6. Udowodni¢, ze jezeli f : X — R jest funkcja S-mierzalna oraz |f| < g, gdzie
g€ L(p), totakze f e L(u).
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Zadanie 7. Pokaza¢, ze jezeli f € L (u), a funkcja g jest S-mierzalna i ograniczona na

E to fge L(u).

Zadanie 8. Udowodni¢, ze jezeli f > 0 oraz

| fn=o.

to f = 0 prawie wszedzie na X.

Zadanie 9. Niech
{0, dla0<z<i,
g(a:)—{ 1, dla%<x<1,
oraz dla 0 <z <1
for () = g (), fops1 () =g (1 —x).

Pokazaé, ze dla ciagu {f,} otrzymujemy w lemacie Fatou ostra nieréwnosc.

Zadanie 10. Pokazaé, ze jezeli u(F) < oo, ciag {f.} jest jednostajnie ograniczony na
zbiorze E i

lim f,(x)=f(z), x € E,
to

lim/fndu:/fdu.

Zadanie 11. Niech (X, S, 1) bedzie przestrzenia z miara. Dla f,g : X — R okre$lamy
relacje

f~g9e f=g9pw
Uzasadnij, ze jest to relacja rownowaznos$ci na zbiorze wszystkich funkcji f : X — R
S—mierzalnych.

Zadanie 12. Dla f,g € £ (u) okreslamy odlegtosé
p(f.0)= [ 1f = gldn

Pokazaé, ze (L (1), p) jest przestrzenia metryczna, o ile utozsamimy funkcje réwne prawie
wszedzie.



