TEORIA MIARY I CALKI

FUNKCJE MIERZALNE

Zadanie 1. (a) Udowodnié, ze jezeli g : R — R jest funkcja monotoniczna, a f: X — R
jest funkcja S—mierzalng, to g o f jest rowniez funkcja S—mierzalng.

(b) Udowodnié, ze jezeli g : R — R jest funkcja borelowska, a f : X — R jest funkcja
S-mierzalna, to g o f jest réwniez funkcja S—mierzalng.

Zadanie 2. Funkcja charakterystyczng zbioru A C X nazywamy funkcje

(z) = 1, dlaze A
AARSA 0, dlaze X\ A~

Pokazaé, ze x4 jest funkcja S—mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy A € S.

Zadanie 3. Pokaza¢, ze funkcje

1, dlazeQ
f@y_{a dlaz e R\ Q

oraz
é, dla z = § cQ
0, dazeR\Q

sa funkcjami B (R)—mierzalnymi.

Zadanie 4. Niech X bedzie przestrzeniag metryczng i niech f : X — R bedzie funkcja
ciagla. Pokazaé, ze f jest funkcja B (X )—mierzalna.

Zadanie 5. Poda¢ wszystkie funkcje f : X — R S—mierzalne, jezeli S = {@, X'} oraz
jezeli S =P (X).

Zadanie 6. Pokaza¢, ze funkcja f : X — R jest S—mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego g € Q zbior

{reX:f(x)<q}eS.

Wsk: Kazda liczba rzeczywista jest granica niemalejacego ciagu liczb wymiernych.

Zadanie 7. Udowodnié, ze jezeli f jest funkcja S—mierzalna, to rowniez |f| jest funkcja
S-mierzalna. Podaé przyktad, ze implikacja odwrotna nie musi by¢ prawdziwa.

Zadanie 8. (a) Niech § = {2, A, A°, X}. Pokazaé, ze funkcja f : X — R jest S—
mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona postaci

f(r) = aixa (v) + azxac (v)

dla pewnych statych aq,as € R.
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(b) Niech § = o ({41, As, ..., A,}). Pokazaé, ze funkcja f : X — R jest S-mierzalna
wtedy i tylko wtedy, gdy jest ona postaci

f () = Zx ()

dla pewnych statych aq,as,...,a, € R.

Zadanie 9. Niech X = R oraz § = o ({[n,n+ 1) :n € Z}). Ktére z nastepujacych
funkcji f : R — R sg S—mierzalne? Podaj przyktady innych funkcji zaréwno mierzalnych
jak i niemierzalnych wzgledem S.

a) f(x)=2% 1 eR;
) f(x)

(c) f(z) =[2%], v € R;
)f(:v):[a:]2,x€R;
) fz)=z—

x)=x—[z], x € R.

Zadanie 10. Niech f,g: X — R beda funkcjami S—mierzalnymi oraz ¢ € R. Udowodni¢,
ze nastepujace zbiory sa mierzalne:

a) {z: f(z) <g(x)};
{z: f(z) <g(2)}
{z: f(z) =g(z)};
{z: f(z) =a};
(e) {z: f(z) # a}.

Zadanie 11. Niech {f,} bedzie ciagiem funkcji S—mierzalnych. Udowodnij, ze jezeli
A= {x D lim fu(2) istnieje} :
to AeS.

Zadanie 12. (a) Przeanalizuj dow6d twierdzenia o przyblizaniu nieujemnej funkcji mie-
rzalnej funkcjami prostymi i napisz wzor na s, dlan =1,2, 3.

(b) Wykres funkcji f : R — [0, 00] podany jest na ponizszym rysunku. Przerysuj go jak
najdoktadniej, a nastepnie dorysuj funkcje s; oraz s,.

(¢) Wykonaj poprzednie polecenie dla innych wymyslonych przez siebie funkcji nieujem-
nych.



