TEORIA MIARY I CALKI

MIARY ZEWNETRZNE. MIARA LEBESGUE’A

Zadanie 1. Niech (X, S, ) bedzie przestrzenia z miara. Okreslmy dla A C X
p'(A)=inf{u(B): AC B, BeS}.

Udowodnij, ze p* jest miarg zewnetrzng oraz, ze kazdy zbiér nalezacy do S jest p*—

mierzalny oraz, ze p*(A) = p(A) dla A € S.

Zadanie 2. Niech X =[0,2), S = {2,[0,1),[1,2),[0,2)} oraz p ([0,1)) =  ([1,2)) = 1/2.

Okreslmy p* tak jak w poprzednim zadaniu.

(a) Oblicz miare p*({a}) oraz pu* ((a,b)) dla0 < a < b < 2.
(b) Uzasadnij, ze (0,1) oraz {0} nie sa zbiorami p*—mierzalnymi.

Zadanie 3. Udowodnij, ze miara Lebesgue’a kazdego z przedziatéw [a, b) oraz (a,b) wy-

nosi b — a.
Zadanie 4. Udowodnij, ze zbiér Cantora ma miare Lebesgue’a zero.

Zadanie 5. Niech m oznacza jednowymiarowa miare Lebesgue’a. Podaj przyktad zbioru
A € B(R) takiego, ze

(a) A jest nieograniczony, ale m(A) = 1;

(b) m(int(A)) =1, m(A) = 2 oraz m(A) = 3.

Zadanie 6. Przeanalizuj konstrukcje jednowymiarowej miary Lebesgue’a w R, i sprobuj

zmodyfikowaé te konstrukcje tak, aby otrzymaé¢ k-wymiarowg miare Lebesgue’a w R¥.

Zadanie 7. Ile wynosi 2-wymiarowa miara Lebesgue’a zbioru:
(a) odcinka taczacego punkty (0,0) 1 (1,1);

(b) prostej L :y = x;

(¢) Q@ x R, gdzie Q oznacza zbidr liczb wymiernych;

(d) C x R, gdzie C jest zbiorem Cantora?



