TEORIA MIARY I CALKI

MIARY DODATNIE I ICH WEASNOSCI

Zadanie 1. Pokazaé, ze dla dowolnego zbioru X funkcja pu: P (X) — [0, 0] okreslona

wzorem

0, gly A=o
u<A>={ ey

0o, gdy A # 9

jest miarg dodatnia.

Zadanie 2. Pokazaé, ze dla dowolnego zbioru X funkcja pu: P (X) — [0, 00] okreslona

Wzorenmnl

m, gdy A jest zbiorem m—elementowym
p(A) = : : . ,
00, gdy A jest zbiorem nieskonczonym

jest miarg dodatnia.

Zadanie 3. Niech X bedzie zbiorem nieprzeliczalnym, a S o-ciatem ztozonym ze wszyst-
kich przeliczalnych podzbioréw zbioru X oraz ich dopetnien. Pokazaé, ze funkcja pu: S —

[0, 0o] okreslona wzorem

(4) = 0, gdy A jest przeliczalny
a ] 1, edy X \ A jest przeliczalny

jest miarg dodatnig na S.
Zadanie 4. (Wlasnosci miar dodatnich)
Zatézmy, ze p: S — [0, 00| jest miara dodatnia. Pokazaé, ze:
(a) jezeli A,B € Soraz AC B, to u(A) < u(B);
(b) jezeli A,B€ S, AC Boraz u(A) <oo,tou(B\A)=u(B)—p(A);
(c) dla dowolnego nieskonczonego ciagu zbioréw Aj, As, ... € S zachodzi

1t (GlAn> < iu(fln),
a w szczegolnosci dla A, B € S : :
p(AUB) < p(A)+ p(B);
(d) dla dowolnych A, B € S, jezeli u(AN B) < oo, to
p(AUB) = p(A)+p(B) —p(ANB).
Zadanie 5. Mowimy, ze A € S jest zbiorem miary zero jezeli p(A) = 0. Pokazaé, ze:

(a) jezeli Ay, As,... € S sa zbiorami miary zero, to réwniez zbiér OLj A, jest zbiorem
n=1
miary zero;
(b) jezeli A,B€ S, AC Boraz u(B) =0, to u(A) = 0;
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(c) jezeli A€ Sipu(B)=0,t0o u(AUB)=pu(A) oraz p(A\ B) = pn(A);
(d) jezeli Ay, Ay, ... €S jest ciagiem zbioréw takim, ze

to

N(U An) - ZM(An)a
n=1 n=1

(e) jezeli p jest miara skonczong (tzn. p(X) < oo) oraz Aj, As,... € S jest ciagiem

zbioréw takim, ze u(A,) = p(X)dlan=1,2,..., to

1 <ﬁAn> = p(X).

Zadanie 6. Niech X = Noraz S = P (X). Niech ponadto {u,} bedzie dowolnym ciagiem
liczb nieujemnych.

(a) Okreslmy na S funkcje p wzorem
p(A) = up
neA
Pokazac, ze p jest miara na S.
(b) Pokazaé, ze kazda miara na zbiorze N musi by¢ powyzszej postaci dla pewnego ciggu
liczb nieujemnych {u,} .
(¢) W szczegblnosci, niech dla A C N
1
n(A) = on”
neA 2

Obliczy¢ pu (X), pn(A), u(B) oraz u (AU B) jezeli A = {2n:n € N}, B = {3n:n € N}.

Zadanie 7. Niech X = N oraz § = P (X). Niech ponadto {u,} bedzie ciagiem liczb
nieujemnych takim, ze Y u, jest szeregiem zbieznym. Okreslmy na S funkcje zbioru u

wzorem

neA

() > u,, gdy A jest zbiorem skonczonym,
] = )
oo, gdy A jest zbiorem nieskonczonym

(a) Pokaza¢, ze u (AU B) = pu(A) + p(B) dla dowolnych zbioréw roztacznych A, B € S,
ale mimo tego pu nie jest miara na S;

(b) Znalez¢é ciag zbiorow {A,} taki, ze A, C A1, ale p(Us2, An) # dim g (Ay) .

Zadanie 8. Niech X =N, a S, u beda takie, jak w Zadaniu 2 i niech E,, ={k: k > n}.

Pokazac, ze

n—o0

s (roj E) # Tim i (E,).

Zadanie 9. Niech bedzie dana przestrzen z miarag (X, S, u) oraz dowolna funkcja f :
X — Y; wowezas R = {BCY : f'(B) € 8} jest o-cialem w Y. Pokaza¢, ze funkcja

v:R — [0, 00| dana wzorem

jest miarg na R.
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Zadanie 10. Pokazac, ze:

(a) dla dowolnego ciagu zbioréw A, As, ... € S oraz dla dowolnej miary p na S
i <limninf An> < lim inf p4 (An);
(b) jezeli ponadto ( oLj An) < 00, to
n=1

limsup pu (A,) < p <lim sup An> ;

n—oo

(c) jezeli ciag {A,} jest zbiezny i u ( UA ) < 00, to

TL*)OO

1 (lim = lim p

Zadanie 11. Méwimy, ze miara i : S — [0, 00| jest zupelna, jezeli dla dowolnych zbioréw
A BCX
ACB,u(B)=0=AcS.

Udowodnié, ze kazda miare p : & — [0, 00] mozna "uzupelni¢” w nastepujacy sposob:

oznaczmy
B={BC X :BC Adlapewnego A € S takiego, ze u(A) = 0}
oraz
T={AUB:Ae€S,BehB}.
Woweczas rodzina 7 jest o-cialem w X i przyjmujac dla C' € T
7(C) = E(AUB) = u(4)

otrzymujemy funkcje zbioru, ktéra jest miarg zupelng na 7.



