TEORIA MIARY I CALKI

ZBIORY BORELOWSKIE

Zadanie 1. Uzasadnij dlaczego nastepujace zbiory sa borelowskie w R:
(a) przedzial otwarty (a,b);

(b

(c

(d) przedzialty nieskoriczone postaci [a, +00), (—00, b], (a,+00), (—o0,b).

) zbiér jednopunktowy {a};
) przedziat domkniety |a, b] ;
)

Zadanie 2. Uzasadnij, ze zbior Q liczb wymiernych jest zbiorem borelowskim w R, cho-
ciaz nie jest zbiorem ani domknietym, ani otwartym w R (wynika stad, ze réwniez zbior

liczb niewymiernych jest borelowski).

Zadanie 3. Niech K oznacza zbior wszystkich sum skonczonych lewostronnie otwartych
przedziatéow I C R (ograniczonych lub nieograniczonych). Uzasadnij, ze:

(a) K jest ciatem, ale nie jest o—cialem w R;

(b) ¢ (K) = By (o0—ciato zbioréw borelowskich w R).

Zadanie 4. Niech F, G oznaczaja odpowiednio rodziny przedzialéw otwartych i domknie-
tych w R. Uzasadnij, ze o (F) =0 (G) = By.

Zadanie 5. Niech {f,,, n > 1} bedzie ciagiem funkcji rzeczywistych ciaglych okreslonych
na R. Wykazaé, ze ponizsze zbiory A, B i C' sa zbiorami borelowskimi w R.

(a) A={x € R:ciag {f. ()} jest zbiezny};

(b) B={zx € R:lim, o fn () = +00};

(c) C={z €R:ciag {f.(x)} jest zbiezny do liczby niewymiernej}

Zadanie 6. Dla dowolnego ciagu {A,} podzbioréw zbioru X okreslamy zbiory

liminf A, = U ﬂ Ag,
" n=1 k=n
limsup A4, = ﬂ U Ayp.
n n=1k=n
(a) Uzasadnij, ze liminf A,, C limsup A,,.

(b) Jezeli lim inf A, = limsup 4, to méwimy, ze ciag {A,} jest zbieiny, a zbiér
lim A,, = liminf A,, = limsup A,

nazywamy granicg ciagu {A,} . Uzasadnij, ze kazdy monotoniczny ciag zbioréw jest
zbiezny.

(¢) Udowodnij, ze jezeli S jest o—cialem w X oraz A, € S dla kazdego n = 1,2,..., to
lin% inf A,, € S oraz limsup A4,, € S.
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(d) Udowodnij, ze jezeli G, € G dla kazdego n = 1,2,..., to limsupG, € Gs oraz
lim inf G, € Gso. "

Zadanie 7. Zbiér Cantora. Oznaczmy przez C' zbidér powstaly przez usuniecie z prze-
dziatu domknietego [0, 1] przedziatéw

1 2
B = (53):
1 2 78
7= (50) 5= (55):
99 9’9

1 2 7 8 19 20 25 26
B=(55) 8= () 2= (mx) 5= (5
2 277927) 7 7?2 27°927) 7 7?2 27727) 277 27

Zbior ten nazywamy zbiorem Cantora. Udowodnij, ze:

(a) C jest zbiorem domknietym (a zatem borelowskim);
(b) C sktada sie ze wszystkich liczb x postaci

r= Z;—Z, gdzie ¢, = 0 lub 2.

n=1

(c) C jest zbiorem nieprzeliczalnym. (Wskazowka: Rozwaz funkcje f : C' — [0, 1] dang

0o cp 1

wzorem f (x) = 307, D).

Zadanie 8. Niech D C P (X) bedzie dowolng klasa podzbioréw zbioru X. Oznaczmy:

D, = {UDnanGDdlanzl,Z,...},

n=1

Ds = {ﬁDn:DneDdlanzl,Z,...}.
n=1

Udowodnij, ze:

(a) D C Dy;

(b) D C Ds;

(¢) (Ds)y = Do, (Ds)5 = Ds;

(d) jezeli D jest o—cialem, to Dy = D, = D.

Zadanie 9. Niech X bedzie przestrzenia metryczna (ogdlniej topologiczna) i niech G
oznacza rodzine zbioréw otwartych, a F rodzing zbioréw domknietych w X. Udowodnij,
ze:

(a) Fs=F; Gy = G;

(b) J-“c Gs; G C Fo;

(c) Fo CB(X),Gs C B(X).

Zadanie 10. Klasyfikacja zbioré6w borelowskich.
Oznaczmy:
Fo=F, F'l=F,; F*=Fus F>=Foso;---
G"=G; G'=Gs; G =0s; G°=Gsos;- -
Zbiory klas F™ i G™ nazywamy zbiorami borelowskimi rzedu n. Udowodnij, ze dla kazdego
n > 1



TEORIA MIARY I CALKI 3

(a) Fr C B(X); G"C B(X);
(b) Fr-tC Fr gt C g
(C) :,t'n—l C gn7 gn—l C :,t'n’
(d) jezeli {A,} jest ciagiem zbioréw takim, ze A,, € F™\ F" ! dla kazdego n > 1, to zbidr
H=J A,
n=1

nie musi by¢ zbiorem borelowskim zadnego skonczonego rzedu.



