
ZAAWANSOWANE ZAGADNIENIA MATEMATYKI
AKTUARIALNEJ

ZESTAW 4

Zadanie 1. Terminowa renta życiowa dla 50–latka daje świadczenia: 1 PLN w wieku 50,

2 PLN w wieku 51, 3 PLN w wieku 52 oraz 4 w wieku 53 lata. Załóżmy, że q50 = 0.1,

q51 = 0.2, q52 = 0.25. Stopa procentowa wynosi 50% przez pierwsze dwa lata, a następnie

100% rocznie. Wyznacz jednorazową składkę tej renty.

Zadanie 2. Grupa ludzi w wieku 40 lat inwestuje do łącznego funduszu po 1000 PLN

każdy, przy stopie procentowej i = 5%. Za 20 lat fundusz ten wraz odsetkami zostanie

podzielona po równo dla każdego żyjącego członka grupy. Jeżeli 20p40 = 0.8, to jaką

kwotę dostanie każdy z członków?

Zadanie 3. Dane są q60 = 0.2, q61 = 0.25, q62 = 0.4 oraz q63 = 0.5. Stopa procentowa

wynosi 5% przez pierwsze dwa lata, a następnie 7% rocznie. Renta życiowa dla 60–latka

na 5 lat zapewnia świadczenia w wysokości 100(1 + k) w chwili k = 0, 1, 2, 3, 4.

(a) Oblicz wartość obecną tej renty.

(b) Załóżmy, że trzy pierwsze płatności renty są gwarantowane. Ile wynosi wtedy war-

tość obecna renty?

Zadanie 4. Wiadomo, że stopa procentowa jest stała oraz

ä40(130) = 21, ä60(110) = 6, v20 20p40 = 0.8

Oblicz ä40(120).

Zadanie 5. Obecna wartość 10–letniej renty dla 60–latka wynosi ä60(110) = 5, a obecna

wartość renty pewnej 10–letniej wynosi ä(110; v) = 6. Osoba w wieku 60 lat ma 100000

PLN, za które chce nabyć rentę życiową zaczynającą płatności od wieku 60 lat. Z

tytułu takiej renty osoba ta otrzymywałaby 12500 PLN rocznie do końca życia. Jaki

byłby poziom stałych świadczeń, gdyby osoba ta zakupiła rentę z 10–letnim okresem

gwarantowanym?

Zadanie 6. Dane są q52 = 0.1 i q53 = 0.2. Funkcja dyskonta v jest zadana przez wartości

i0 = 0.2, i1 = i2 = 0.25 oraz i3 = 0.5. Oblicz wartości y50◦2(2) i y52(2) względem funkcji

v, aby uzasadnić, że w przypadku zmiennych stóp procentowych yx ◦ k nie jest równe

yx+k.
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Zadanie 7. Oblicz ä60(c), ä{59}+1(c) oraz ä{58}+2(c) przy następujących danych c =

(4, 3, 2, 1), q60 = 0.05, q61 = 0.1, q62 = 0.15 oraz i0 = i1 = 25%, ik = 50% dla k ­ 2.

Zadanie 8. Udowodnij, że dla dowolnego wektora świadczeń c mamy

ä{x}+k(c ◦ k) =
1

yx(k)
äx(kc).

najpierw korzystając z tożsamości podziału, a następnie bezpośrednio z definicji sym-

bolu ä{x}+k.

Zadanie 9. Załóżmy, że stopa procentowa jest stała oraz qx = q dla każdego x =

0, 1, 2, . . . . Wyznacz wzór na äx w zależności od v i q.

Zadanie 10. Uzasadnij, że przy stałej stopie procentowej równej 0 mamy äx(0, 1∞) = ex.

Podaj intuicyjne wyjaśnienie tego faktu.

Zadanie 11. Rozważmy rentę życiową bezterminową dla x–latka taką, że początkowe

świadczenie wynosi 1000, a każde następne świadczenie jest o 6% wyższe od poprzed-

niego. Pierwsze 10 płatności są gwarantowane, a stopa procentowa wynosi 6%. Ponadto

dane są 10px = 0.9 oraz ex+10 = 10. Wyznacz wartość obecną takiego kontraktu.

Zadanie 12. Renta życiowa dla 80 – latka ma obecną wartość 3.14. Płatności renty

w wieku 80 i 81 wynoszą 1. Stopa procentowa w pierwszym roku to 25% oraz p80 = 0.8.

Załóżmy, że wartość p81 wzrasta o 10%, a inne prawdopodobieństwa przeżycia pozostają

niezmienione. Jaka jest nowa wartość obecna tego kontraktu?

Zadanie 13. Dane są ä40 = 15, ä65 = 10, v(25) = 0.5 oraz 25p40 = 0.4. Oblicz wyso-

kość rocznej składki płatnej przez 25 lat, zaczynając od wieku 40 lat, renty odroczonej

w wysokości 1000 rocznie począwszy od wieku 65 lat.

Zadanie 14. Załóżmy, że dla wszystkich x zachodzi qx+1 ­ qx. Udowodnij, że äx+1 ¬ äx.

Czy nierówność ta będzie zachodzić, jeśli prawdopodobieństwa śmierci rosną zamiast

maleć?

Pozostałe zadania wykonaj przy użyciu arkusza kalkulacyjnego, stosując tablicę trwa-

nia życia GUS 2013 dla mężczyzn i dla kobiet.

Zadanie 15. Odroczona renta życiowa dla 40–latka zapewnia świadczenia w wysoko-

ści 10000 rocznie począwszy od wieku 65 lat. Renta ta zostanie opłacona corocznymi

składkami przez 25 lat, a więc począwszy od chwili obecnej. Składki wzrastają każdego

roku o 10% składki początkowej, czyli πk = (1 + 0.1k)π0. Stopa procentowa wynosi 5%

przez pierwszych 10 lat, a następnie 6%. Wyznacz wysokość składki początkowej π0.

Zadanie 16. Grupa 30–latków umawia się inwestować po 1000 rocznie do wspólnego

funduszu przez następne 40 lat. Za 40 lat fundusz ten zostanie rozdzielony po równo
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pomiędzy osoby, które jeszcze żyją. Jeżeli stopa procentowa wynosi 5% przez pierwsze

10 lat, 6% przez następne 10 lat, a potem 8%, to jaką kwotę dostanie każdy z żyjących

uczestników funduszu?

Zadanie 17. Stopy procentowe wynoszą 8% przez pierwszych 25 lat, a potem 6% rocznie.

Porównaj ä{40}+20 oraz ä{50}+10. Która z tych wartości jest mniejsza? Spróbuj podać

odpowiedź, zanim wykonasz obliczenia, a następnie zweryfikuj swoją odpowiedź.


