ZAAWANSOWANE ZAGADNIENTIA MATEMATYKI
AKTUARIALNEJ

ZESTAW 2

Zadanie 1. Dana jest funkcja dyskonta v taka, ze v(1,3) = 0.9, v(3,6) = 0.8 oraz
v(8,6) = 1.2.
(a) Ile nalezy zainwestowa¢ w chwili 1, aby w chwili 8 mie¢ 10 PLN?

(b) Jedli zainwestujemy 100 PLN w chwili 3, to ile bedziemy mieé¢ w chwili 87

Zadanie 2. Zaldzmy, ze v(t) = 27" oraz dane sg wektory przeplywéw ¢ = (1,2, 3) oraz
d = (2, K, 1). Wyznacz warto$¢ K tak, aby wektory ¢ i d byly réownowazne aktuarialnie

wzgledem v.

Zadanie 3. Dane sg stopy procentowe ig = 171 = 0.25, i5 = 13 = 1. Bierzesz udziat
w transakcji finansowej, w ktoérej otrzymasz 2 w chwili 0, 5 w chwili 3 oraz 10 w chwili 4,
w zamian platnos¢ 3 w chwili 2. Zamiast wszystkich powyzszych przeptywéw zaofero-

wano Ci pojedyncza kwote w chwili 1. Jaka jest najnizsza kwota, ktéra zaakceptujesz?

Zadanie 4. Dane sa stopy dyskontowe d, = 1/3 dla k& = 0,1,2, oraz d,, = 1/4 dla
k = 3,4 oraz wektor przeptywéw ¢ = (6,93,12). Wyznacz wektor dyskonta v, d(c)
oraz Valy(c).

Zadanie 5. Niech ¢ = (1,2,4,—3,8, —12). Zatézmy, ze v(0,1) = v(1,2) = 0.8, v(2,3) =
v(3,4) = 0.75 oraz v(4,5) = 0.5. Oblicz B;(c) oraz 3V (c).

Zadanie 6. Funkcja dyskonta v spetnia zalezno$é
k
v(k) = 27" (1—6>, k=0,1,...,5.

Dla wektora przeptywow ¢ = (1, —2,4,3, —3, —5) wyznacz Bs(c) oraz 3V (c).

Zadanie 7. Dane sa gV (c) = 100, cg = 60, ¢g = 70, v(8,9) = 0.8, v(9,10) = 0.75,
v(0,10) = 0.5 oraz a(c) = 40. Oblicz Bjy(c) oraz 1oV (c).

Zadanie 8. Dany jest wektor przeptywow ¢ = (1,29, 73) oraz funkcja dyskonta taka, ze
v(k) =1—k/10dla k=0,1,...,n. Wyznacz:

(a) vo3(k)dlak=0,1,2;

(b) wektory 3c i co 3;

(c) wartosci obecne d(c;v), d(sc;v) oraz d(c o 3;v 0 3).

Sprawdz, czy w tym przypadku zachodzi wzér (B) z wykltadu.
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Zadanie 9. Okreslmy funkcje dwoch zmiennych s, ¢ > 0 wzorem

v(s,t) =

14 (t—s)7t, dlas<t,
> t.

1+ (s—1), dla s

Udowodnij, ze v nie jest funkcja dyskonta.

Zadanie 10. Udowodnij, ze dla dowolnej funkcji g : [0, 00) — (0, 00), funkcja

jest funkcja dyskonta.

Zadanie 11. Zalézmy, ze vy oraz vy sa funkcjami dyskonta. Czy vivy lub vy + vy s3

funkcjami dyskonta?

Zadanie 12. Zatézmy, ze v(2,7) = 0.5, v(2,8) = 0.4, v(2,9) = 0.3. Wyznacz wektor d
réwnowazny aktuarialnie wektorowi ¢ = (1,3,5,2,9,10,6,4,8,3) taki, ze d; = ¢; dla

i<Torazd; =0dlai>"7.

Zadanie 13. Pozyczka w wysokosci 2300 PLN ma by¢ sptacona w n corocznych ratach
w wysokosci zaczynajac od chwili 5. Pozyczkobiorca dostaje opcje sptaty w wysokosci
115 PLN w chwili 5, ale potem musi co roku sptacac raty po 240 PLN. Wyznacz wartos¢
v(5).

Zadanie 14. Dla pewnego wektora przeplywéw ¢ mamy ¢y = 1, ¢; = 5 oraz id(c) = 15.
Jezeli funkcje v zastapimy nowa funkcja dyskonta taka, ze v(1,2) jest pomniejszone
o 0.1 podczas, gdy wszystkie inne wartosci v(n,n + 1) pozostaja niezmienione, to d(c)
zmaleje o 2.4. 7 drugiej strony, jezeli v(0,1) zmaleje o 0.1, a inne wartosci v(n,n + 1)

pozostang bez zmian, to d(c) zmaleje o 2. Wyznacz v(0, 1) oraz v(1,2).

Zadanie 15. Wektory c i d sa rownowazne aktuarialnie oraz c jest staly, a d jest nie-
malejacy. Udowodnij, ze Vali(c —d) > 0dla k=0,1,...,N.

Zadanie 16. Dane sg stopy procentowe i, = 0.1 dla k£ = 0,1,...,9, dyskontowe d;, =
0.05 dla k = 10, ...,29 oraz wektor ¢ = (215, (—3)s, 110). Przy uzyciu arkusza kalula-

cyjnego wyznacz:

(a) wektor dyskonta v;

(b) wartosé obecna d(c);

(c) wartosci Vals(c) i Valys(c)
(d) bilanse Bjg(c) i Ba(c);
(e) rezerwy 5V (c) i 95V (c);
(f) wartosci Valg(c), bilanse Bg(c) i rezerwy V (c) dla dowolnego k =0, 1,. .., 30.



ZAAWANSOWANE ZAGADNIENIA MATEMATYKI AKTUARIALNEJ 3

Zadanie 17. Przy uzyciu arkusza kalulacyjnego wyznacz wysokosé 30-letniej pozyczki
wiedzac, ze sptata ma by¢ dokonywana przez pierwsze 15 lat po 1000 rocznie, a przez
nastepne 15 lat po 500 rocznie. Ponadto prognozowane stopy procentowe wynosza 7%

przez pierwsze 10 lat, 5% przez nastepne 10 lat oraz 10% przez ostatnie 10 lat.



