PLATNOSCI WIELOKROTNE W CIAGU ROKU

M. BIENIEK

1. OZNACZENIA

Do tej pory rozwazaliSmy przeptywy, w ktorych ptatnosci byty dokonywane w chwi-
lach 0,1,2,... bedacych liczbami catkowitymi. Zajmiemy si¢ teraz ptatnosciami, ktore
moga pojawic si¢ wielokrotnie w ciggu roku. Zatézmy wiec, ze przy ustalonym m € N
pewien wektor daje ptatnosci m razy w ciggu roku, a wiec w chwilach

T A Y L S Y TP R
m m m
W praktyce najbardziej interesujacy jest przypadek, gdy m = 12, a wiec platnosci
dokonywane sa co miesiac. Jednakze warto rozwaza¢ dowolne wartosci m, gdyz na
przyktad duze wartosci m mozna interpretowaé¢ jako ptatnosci dokonywane w sposéb
ciggty.

Bedziemy sie zajmowac¢ jedynie przeptywami, w ktérych wyptaty dokonywane w cig-
gu calego roku sg takie same, chociaz ich wysokos¢ moze by¢ inna w kazdym roku.
Zaktadamy wiec, ze dany jest wektor przeplywéw ¢ = (co,cq,...,cn), gdzie tak jak
poprzednio ¢, oznacza catkowitg kwote ptatng w k£ + 1—ym roku, czyli pomiedzy chwi-

lami k oraz k 4 1. Jednakze zamiast pojedynczej ptatnosci ¢, w chwili k&, ptatnosci

dokonywane sa m razy w ciggu roku, a wiec wynosza
. .
% wehwilik+ 2, j=0,1,...,m—1.
m m

Niech y oznacza dowolna funkcje dyskonta. Warto$¢ obecna powyzszego wektora
przeptywéw ¢ oznaczamy przez d™(c;y). Chcemy najpierw podaé zaleznoéé pomiedzy
a™(c,y) oraz d(c;y). Zauwazmy najpierw, ze w tym celu wystarczy znalezé wzér na
i (c;y) w przypadku, gdy ¢ = e’ = (1,04). Jezeli przez u; oznaczymy wartogé

w chwili &, ciagu pltatnosci po 1/m w chwilach £+ j/m, 7=0,1,...,m — 1, to

u, = it™ (€% y o k).
Zatem mozemy zastapi¢ ptatnosci pomiedzy chwilami k i k + 1 przez pojedynczg ptat-
nosé cyu w chwili k. Zatem

i (c;y) = d(c*wyy),

gdzie u = (ug,uy,us, ...). Zatem w obliczeniach zwiazanych z renatmi ptatnymi m-—

krotnie, kluczowe jest wyznaczenie wspotczynnikoéw ug, uy, ug, . . . .
1



2 M. BIENIEK
2. OGOLNE RENTY m—KROTNE

Zatézmy, ze dane sa stopy procentowe ig, i1, %2, ... W kolejnych latach oraz, ze rozwa-
zamy platnosci co 1/m—ta czesé roku. Bedziemy oznaczaé primami wielkosci odnoszace
sie do 1/m~tej roku, a wiec bedziemy pisa¢ o', i’ oraz d' zamiast v, i oraz d. Aby
wyznaczy¢ stopy procentowe w ciggu jednego podokresu bedziemy zaktadaé, ze stopa
procentowa jest stata w ciggu kazdego ustalonego roku. Zatem, dla kazdego ustalonego
k=0,1,2,..., jesli s,t,s+ h,t +h € [k, k+1)

v(s, s+ h)v(t,t+h).

Niech 7}, oznacza stala wartos¢ v(s + 1/m,s) — 1 oraz d}, oznacza stata wartos¢ 1 —
v(s,s+1/m)dlak <s<s+1/m < k+1. Kwota 1 w chwili 0 zakumuluje do wartosci
1+ 4}, w chwili 1/m, a potem do (1 +4},)* w chwili 2/m, i tak dalej. Zatem

(1+3)" =1+,
(1—d)" =1—dy,

gdyz obydwie strony pierwszego réwnania opisuje wartos¢ w chwili k£ + 1 jednostki
zainwestowanej w chwili £, a obydwie strony drugiego réwnania opisujg wartos¢ w chwili
k jednostki ptatnej w chwili k£ + 1. Wielkosci

i =mil, d™ = md,

nazywamy stopami nominalnymi, a iy oraz dj nazywamy stopami efektywnymi. W przy-
padku, gdy roczne stopy sa state, 1, =2 dla k =20,1,2,..., stopy nominalne oznaczamy
po prostu przez i™ oraz d™.

Wyznaczymy teraz zaleznosé pomiedzy @™ (c;v) oraz d(c;v). Zatdézmy na poczatek,
ze stopa procentowa w kazym roku jest stata i wynosi ¢. Zauwazmy najpierw, ze

1 — "
i(1,) = ——

1—v

0

Jezeli ¢ = e’ oraz ptatnosci dokonywane sa m-krotnie w ciagu roku, to mamy do

czynienia z renta, ktora daje m wyptat po 1/m kazda obliczona przy stopie procentowej

. Zatem
1 (1—-(1=a)" d
— am)(a0.,y — _
U = a (evv>_m< d _d(m)7
dla kazdego k, przy czym przyjmujemy up = 1 jesli d = 0. Zatem
d
0™ (c;v) = d(cxu;v) = —d(m)d(c; v).

W ogdlnym przypadku, gdy stopy procentowe nie sa stale mamy wuy, = dy/ d,(j"), oraz
0™ (c;v) = i(c* u;v),

gdzie u = (ug, U1, usg, . . . ).
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Zauwazmy, ze dj, < d,(gm), a wiec jesli ¢, > 0, dla kazdego k, to @™ (c) < d(c). Zatem
ptatnosci dokonywane m razy w ciggu roku sg obecnie mniej warte niz ptatnosci raz

w ciggu roku.

3. RENTY ZYCIOWE m—KROTNE

Rozwazymy teraz renty zyciowe, ktérych roczna wyptata c; jest podzielona na m

ptatnosci w ciggu roku. Niech
i (c) = i (c; )

oznacza obecng wartosé¢ takiej renty dla x—latka.

Musimy teraz wzia¢ pod uwage, ze jesli Smier¢ ubezpieczonego nastapi w trakcie roku,
to otrzyma on tylko ptatnosci przed chwilg sSmierci. Powinnismy zatem znaé¢ prawdo-
podobienstwa $mierci lub przezycia utamkowej czesci roku. Ale z tablic trwania zycia
mozemy odczytac takie prawdopodobienstwa tylko dla catych lat, a wiec musimy przyjac
jakies zalozenie pozwalajace oblicza¢ prawdopodobienstwa dla utamkowych czesci roku.
Najczedciej stosowanym zalozeniem jest hipoteza jednostajnosci. Stwierdza ona, ze dla
ustalonego x = 0,1,2,..., wartosci ¢, dla t € [z, 2 + 1] maleja liniowo od ¢, do ;..
Zatem dla 0 <t < 1

gt = (]. - t>'€$ ‘l‘ tg:(:—&-l-
Inaczej
Zm—f—t - gz—l—t—&—h = h<gz - E;r—s—l) = hdmv

a wiec liczba x-latkéw zmartych w przedziale czasu o dtugosci h jest réwna h razy liczba
zmartych w ciggu calego roku. Zatem $miertelnos¢ jest roztozona jednostajnie w ciagu

catego roku.

Przyklad 1. Zatézmy, ze g0 = 1000 oraz fg; = 940. Jakie jest prawdopodobienstwo,
ze osoba w wieku 60 lat i 4 miesigce umrze przed osiagnigciem wieku 60 i pét roku?
Liczba zmartych w ciagu catego roku wynosi dgg = 1000 —940 = 60. Liczba zmartych
w piatym i sz6stym miesigcu wynosi 1/6 - dgo = 10. Z 1000 60-latkéw w ciagu czterech
pierwszych miesiecy umrze % -dgo = 20 0s6b, a wiec do wieku 60 lat i 4 miesigce dozyje

980 osdb. Zatem
10
57605 = 950°

Roéwnowaznie hipoteza jednostajno$ci moze by¢ sformutowana jako

e =1tq,, dlax=0,1,2,... oraz 0 <t <1,

gdyz tdz = (Ex - gx-‘rt)/gx
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Wyprowadzimy teraz wzory na d{™(c) w zaleznoéci od d,(c), stosujac zatozenie hi-
potezy jednostajnosci. Zatézmy najpierw, ze stopa procentowa w kazdym roku jest taka

sama i wynosi ¢. Przypomnijmy, ze wtedy y, o k = 1. Okreslmy funkcje

1
B(m) = B(m, i) = — [vl/m +20¥m 4+ (m — 1)U(m—1)/m] :
vm
. d
a(m) = a(m,i) = —c + df(m).
Mozna pokazac, ze
i—im di

Blm) = e M) = i
W praktyce czesto stosuje sie przyblizone wartosci uzyskane przez podstawienie ¢ = 0
(awigcv=11id=0), czyli

ﬁ(m)zﬁ(m,o):1+2+"'+(m_1):m_1,

m2 2m

oraz
a(m) = a(m,0) = 1.
Mamy teraz

ag(cm)(eO) — [1 + Ul/mip;p + U2/m2pg: 4.+ U(m_l)/mmpx.

1
m

Ale

a wiec

[1+ 0™ 0™ g/

3=

q{L' m m m— m
—w[vl/ +20¥™ 4 (m = 1)/ }
= () = Blm)vg, = o — Blm)egs.
Zatem dla dowolnego k =1,2,...
- (m) (0 - (m) [ 40 ..(m) /0 d
up = " (€% y, o k) = a" (€ Yurn) = %+k(e )= qm B(m)V et

co mozna zapisac jako

d
u = W(loo) — B(m)wy,

gdZie (Wdf)k = U(kv k+ 1)Q:c+k = Vqz+k-
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Dla ogélnego wektora ¢ swiadczen renty zyciowej m—krotnej mamy

™ (c) = "™ (c;y,) = d(c * u;y,)

d

= Sy (e (1) o) = B(m)i(c Wi )
d

— Wd<C; Yz) — B(m)iy(c * wy)
d .

Zatem renta zyciowa platna m—krotnie kosztuje mniej niz renta z tym samym wektorem

sSwiadczen, ktora daje wyptaty raz w ciagu kazdego roku.

Aby uzyskaé wzér na a{™(c), w ktérym wystepuja tylko wartosci obecne rent zasto-

sujemy ogolna tozsamos¢ dla rent i ubezpieczen
A,(b) = iy (Ab) — i, (d + b),
gdzie Ab = (by,by — b, by — by, ..., b, — by_1,—b,) oraz d = (dy,d;,ds,...) oznacza
wektor stép dyskontowych. W naszym przypadku d = d(1), a wiec
8 () = sie(e) — B(m) s (Ac) — dits (L) # ©)]
= a(m)i,(c) — B(m)i.(Ac).
Stosujac przyblizone wartosci dla a(m) i 5(m) otrzymujemy wzoér przyblizony

- (m) .. m—1.,

ay™ (c) = dg(c) — i, (Ac).

2m
W ogélnym przypadku, gdy stopy procentowe nie sa state, mozemy okresli¢ [x(m) =
B(m,ix) oraz ag(m) = a(m,ix) dla k =0,1,2,..., i otrzymamy wektory 3(m) i a(m).
Wtedy
i () = (e * a(m)) — dz(Alc * B(m)).

4. REZERWY W CIAGU ROKU

Firmy ubezpieczeniowe dokonuja obliczen rezerw na koniec roku finansowego (np. 31
grudnia), ale chwila ta nie musi sie pokrywaé z koncem roku od zawarcia konkretnej
umowy ubezpieczeniowej. Musimy zatem obliczy¢ rezerwe w chwili k + s, gdzie k jest
liczba catkowita, ale s € (0,1).

Rozwazmy ogoélna polise z wektorem $wiadczen b oraz wektorem sktadek 7 ptatnych
corocznie. Zatozmy najpierw, ze $wiadczenie za Smier¢ pomiedzy chwilami k i k + s jest
wyptacane w chwili £ 4+ s. Wtedy rezerwa w chwili k + s wynositaby

(V + 1)y (k + s, k) — by, STE
sPx+k
Zatem bilans w chwili k£ + s otrzymujemy z bilansu w chwili £ poprzez dodanie sktadki,

zakumulowanie do chwili k + s zdyskontowang funkcjg przezycia, a nastepnie odjecie
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kwoty wystarczajacej na zaptacenie $wiadczenia na wypadek $mierci dla zmartych do
chwili £ + s.

Jednakze musimy nieco zmieni¢ ten wzér, aby uwzgledni¢ fakt, ze $wiadczenie jest
wyplacone dopiero w chwili £+ 1. Dlatego mnozymy drugi sktadnik przez v(k+s, k+1).
Zauwazmy, ze

vk+s,k+1)  ylk+sk+1)  y(k+sk+1)

sPx+k 1—sPz+k+s * sPz+k Pa+k

Ponadto na mocy hipotezy jednostajnosci mamy q,+x = Sqz1k, a Wiec

kisV = GV + ek + 5, k) — sbkf*k vk + s,k + 1)
r+k

= (1= 8)V + m)yall+ 5, k) + 5 |V + m)ya(k + 1, k) — bk;”‘“ yo(k + 5,k + 1),
r+k

Ale

k1V = 6V + )y (b + 1, k) — by qwk,
DPx+k

a wiec
ersV = (1= 8) 6V +m)ye (kb + 5, k) + s g1V y (B + s,k +1)].
Innymi stowy rezerwa w chwili k 4+ s jest liniowa kombinacja rezerw w chwili k oraz
kE+1.
Czesto stosuje sie uproszczona postacé tego wzoru zaktadajac, ze prawdopodobienstwa
¢ oraz stopy procentowe sg dostatecznie mate, i mozna przyjac¢ vy, = 1. Stad

sV = (1= 8) iV + ) + spaV = (1 = 8)iV + spaV + (1 = s)p.

Ostatni sktadnik nazywany jest sktadka niezastuzong.



