REZERWY UBEZPIECZEN I RENT ZYCIOWYCH

M. BIENIEK

Przypomnijmy, ze dla dowolnego wektora przepltywow c rezerwe w chwili k£ wzgledem

funkcji dyskonta v zdefiniowaliSmy jako
w(c;v) = = Val(Fe;v), k=0,1,2,.... (A)

W przypadku kontratu w ubezpieczeniach na zycie, rezerwa w chwili £ jest to kwota
jakiej potrzebuje ubezpieczyciel aby pokry¢ wszystkie przyszte zobowigzania z tytutu
danej umowy. Wyznaczanie wielkodci rezerwy (zwane wyceng wartosci umowy) jest
wazng powinnoscig ubezpieczyciela, ktory chce by¢ pewny, ze przyszte sktadki wraz

z odsetkami wystarcza na pokrycie obiecanych przysztych $wiadczen.

1. PODSTAWOWE DEFINICJE

Bedziemy rozwazac nastepujacy model ogélny. Zaktadamy, ze dana jest funkcja dys-
konta v oraz ustalona tablica trwania zycia. Rozwazamy umowe dla z—latka z wektorem
sSwiadczen na wypadek smierci b, wektorem swiadczen renty zyciowej ¢ oraz wektorem
sktadek 7r. Dla uproszczenia pomijamy mozliwos¢ swiadczen gwarantowanych. Przy-
pomnijmy, ze $wiadczenia na wypadek $mierci mozna traktowa¢ jako rente zyciows
z wektorem $wiadczen b x w,, gdzie (w,), = v(k, k + 1)quix. Tworzymy wtedy wektor
tacznego przeptywu

f=m—bxw, —c,

ktory opisuje taczne przepltywy zwigzane z dang umowa z punktu widzenia ubezpie-
czyciela. Rezerwa w chwili k zwiazana z powyzsza umowa jest to po prostu rezerwa

wektora f wzgledem zdyskontowanej funkcji przezycia y,, czyli
WV =V (fy.) = — Vali("f; ).

Czesto uzyteczny jest wzor, w ktorym swiadczenia i sktadki sg rozdzielone w postaci

V= [A:("D) + 4 (Fe) — 4o ()] |

Yo (K)

lub réwnowaznie
WV = Aayre(b o k) + ey k(e 0 k) — dgayri(co k).

Wzory te stwierdzaja, ze rezerwa w chwili £ jest wartoscig w chwili k przysztych $wiad-
czen pomniejszong o wartos¢ przysztych sktadek w tej samej chwili. Jest to tzw. pro-

spektywne podejscie do obliczania rezerw.
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Mozliwe jest rowniez podejscie retrospektywne przy uzyciu pojecia bilansu w chwi-
li k. Zaktadamy zawsze, ze sktadki i Swiadczenia z tytulu danej umowy sa réwnowazne

aktuarialnie, a wiec

WV (£592) = Br(fiy.) = (G (17T) — Gy (rC) — Az (1D)].

1
Yz (k)
Wzoér ten stwierdza, ze rezerwa w chwili k jest wartos$cig w chwili £ dotychczas zebranych

sktadek pomniejszong o warto$¢ w tej samej chwili wyptaconych dotychczas swidczen.

Przyktlad 1. Rozwazmy nastepujacy kontrakt. Dwuletni kontrakt dla 60-latka przewi-
duje $wiadczenia: 80 za Smier¢ w pierwszym roku, 75 za smier¢ w drugim roku, oraz 70
w razie dozycia do wieku 62. Zakladamy, ze ggo = 0.2, ¢gs1 = 0.4 oraz ¢ = 100%. Ponadto
umowa bedzie optacona dwoma sktadkiami w jednakowej wysokosci w chwilach 0 i 1.
Wyznaczymy wysokosci rezerwy w chwilach 11 2.

Mamy v(1) = 1 = v(1,2) oraz v(2) = 1. Jednorazowa skladka za $wiadczenie na

wypadek sSmierci wynosi
Ago(80,75) = 80v(1)ge0 + 75v(2)peogs1 = 14.
Ponadto, spsg = peope1 = 0.48, a wiec sktadka za ubezpieczenie na dozycie wynosi
dg0(0,0,70) = T0v(2)9peo = 8.4.
Obecna wartos¢ wektora sktadek wynosi
Todx(1,1) = mo(1 + v(1)pgo) = 1.417.

Poréwnujac wartosci obecne swiadczen i sktadek otrzymujemy

14+84

16.
1.4

To =T =
Zatem
wartos¢ w chwili 1 przysztych swiadezen za Smieré = 75v(1,2)g; = 15,
wartos¢ w chwili 1 przysztych swiadczen renty = 700(1,2)ps; = 21,

wartos¢ w chwili 1 przysztych sktadek = 16,

a wiec
1V =15+21 — 15 = 20.

Ponadto w chwili 2 jedyna pozostalg wyptata lub wptata jest wyptata renty w wyso-
kosci 70, a wiec oV = T70. Powyzsze podejscie nalezy stosowac jedynie w rachunkach
reczych. W obliczeniach dla dtuzszych okreséw czasu przy uzyciu arkusza kalulacyjnego
wygodniejsze jest podejscie, w ktérym najpierw obliczamy wektor f tacznych przepty-

woOw.
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Mamy wgy = (0.1,0.2,—) (nie mozemy wyznaczy¢ ostatniej wspotrzednej, ale jej
wartos$¢ jest bez znaczenia bo bedzie pomnozona przez 0). Zatem b * wgo = (8,15, 0),
c = (0,0,70) oraz w = (16,16,0), a wiec f = (8,1, —70). Stad cata umowa moze by¢
rozwazana jako kontrakt, w ktérym ubezpieczony wptaca 8 w chwili 0, 1 w chwili 1 oraz
odbiera 70 w chwili 2, pod warunkiem dozycia. Dalej zauwazamy, ze yeo(1) = v(1)pso =
0.4, y60(2) = v(2)apso = 0.12 oraz ye1(1) = v(1,2)ps1 = 0.3. Korzystajac z definicji

rezerwy otrzymamy
1V =—=(fi + foye (1)) = 20,

oraz o,V = —fy = 70, jak poprzednio. Mozemy sprawdzi¢ powyzsze wyniki obliczajac

bilanse przeptywu f. Mamy

Bi(f) = foyeo(1,0) = 20,
Bsy(f) = foyeo(2,0) + fiyeo(2,1) = 70.

2. OGOLNE ZACHOWANIE REZERW

Rozwazymy teraz problem, czy rezerwy w ubezpieczeniach na zycie sg na ogdt do-
datnie czy ujemne. Dodatnia wartos¢ rezerwy w danej chwili oznacza, ze ubezpieczyciel
zebrat do tej pory w postaci sktadek wiecej niz wyptacil, a wiec jest to sytuacja ko-
rzystna z punktu widzenia ubezpieczyciela. Ujemna wartos¢ rezerwy oznacza, ze ubez-
pieczony ma u ubezpieczyciela swego rodzaju dtug, ktory sptaci w postaci przysztych
sktadek. Jest to sytuacja niepozadana przez ubezpieczyciela, gdyz ubezpieczony moze

w pewnym momencie zaprzestaé ptacenia sktadek.

Przyklad 2. Polisa na zycie zapewnia $wiadczenie w wysokosci 1 na koniec roku $mier-
ci. Optacana jest ona dozywotnio corocznymi sktadkami w statej wysokosci. Stopa pro-
centowa jest taka sama w kazdym roku oraz ¢, = ¢ dla kazdego z. Wyznaczymy wyso-
kos¢ rezerwy w dowolnej chwili.

Zauwazmy najpierw, ze p, = p = 1 — ¢ réwniez nie zalezy od ¢, a wiec yp, = pF.
Zatem prawdopodobienstwo dozycia dowolnego wieku jest dodatnie, a wiec w = oo.
Niech v = v(k, k + 1) oznacza staly czynnik dyskonta. Wtedy w, * b jest wektorem
stalym o wyrazach vq, oraz wektor wzorca sktadki jest staly p = (1.). Zatem wysokosé
kazdej sktadki wynosi 7, = vq, gdyz tylko w takim przypadku wektory w, xb i 7 beda
réwnowazne aktuarialnie (w rzeczywistosci beda one réwne). W takim razie wektor
tacznych przeptywow f = w — b * w,. jest wektorem zerowym, a wiec rezerwa w kazdej

chwili jest rowna 0.

Powyzsza sytuacja jest typowa, ale raczej w ubezpieczeniach majatkowych. W ubez-
pieczeniach na zycie wartosci ¢, nie sg state, ale rosng wraz ze wzrostem x. Dlatego

w typowych ubezpieczeniach ze stata sktadka, na poczatku sktadki sa w pewnym sensie
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wyzsze niz powinny by¢, a w dalszych latach trwania polisy nizsze. Zatem pod koniec
trwania polisy przyszte sktadki nie wystarczytyby do pokrycia przysztych zobowiazan
ubezpieczyciela i deficyt ten jest pokrywany ze sktadek zebranych w przesztosci. Stad
w typowych ubezpieczeniach na zycie rezerwy sa zazwyczaj dodatnie.

Ujemne rezerwy moga pojawi¢ sie na przyktad w przypadku polis, ktore zapewniaja
duze swiadczenia na poczatku, a potem coraz mniejsze, przy czym spadek wysokosci
Swiadczenia jest bardzo szybki. Moga sie one réwniez pojawic¢, gdy sktadki okresowe nie

sg state w czasie, ale rosna w szybkim tempie.

3. WZORY REKURENCYJNE NA REZERWY

Dla wygody, w ogbélnym modelu omawianym wyzej, potaczymy wektor sktadek 7
i wektor §wiadczen z tytutu renty zyciowej c, i bedziemy pisa¢ 7 zamiast 7w — c. Zatem

wektor przeptywow f ma nastepujace wyrazy
k=T, — bpo(k, k + 1) qok-

Przypomnijmy, ze dla dowolnego wektora przeptywow c wyprowadzilismy wzor reku-

rencyjny na rezerwy tego przeptywu w postaci
V(6 0) = V(e o) + e olk + 1K),

z wartoscig poczatkowa ¢V (c) = —di(c). Zatem dla ogdélnego kontraktu ubezpieczenia
na zycie
k1lV =gV +mp — bpv(k, k + 1) qerr] yo (K + 1, k)
z wartoscia poczatkowa oV = —i,(f) = 0, gdyz f jest wektorem o wartosci 0. Korzy-
stajac z faktu, ze
144,

L(k+1,k) = )
y< ) Pxtk

powyzsza rOwnos¢ mozna zapisa¢ w postaci

1+ Gtk
g1V = (xV + mg — by :
i ( ) Pz+k Dz + k

dz+k — dz+k
pe+k Lytrt1

pieczonych ptaci w chwili £ + 1 na pokrycie §wiadczen dla tych, ktorzy umarli w ciggu

Zauwazmy, ze , a wiec jest to wielkos¢ jaka kazdy z przezywajacych ubez-
ostatniego roku.

Wzor powyzszy ma charakter retrospektywny, i moéwi, ze rezerwa w chwili £ + 1
jest uzyskana z rezerwy w chwili k przez dodanie sktadki 7, zakumulowanie wzgledem

zdyskontowanej funkcji przezycia, a nastepnie odjecie wyptat $wiadczen w chwili & + 1.

Uwaga. Wielkos¢ V' + 7 jest nazywana rezerwg poczatkowsa w chwili k, gdyz jest to
wielko$¢ rezerwy w chwili k£ po zebraniu ptatnosci sktadek. Warto$é¢ samej rezerwy V'
jest czasami nazywana rezerwg koncowa, dla podkreslenia faktu, ze jest ona wyznaczana

tuz przed chwilg k, a wiec przed ptatnoscig sktadki.
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Jeszcze inng posta¢ wzoru rekurencyjnego otrzymamy mnozac obydwie strony ostat-

niej rownosci przez pyir = 1 — ¢4 1 przestawiajac odpowiednio wyrazy. Mamy wtedy
1V = (V + ) (1 + k) — Goire(be — p11V)-

Definicja 1. Wielko$¢ by, — 11V nazywana jest wartoscig ryzykowng w chwili k£ + 1

i bedzie oznaczana przez 7.

Wzoér powyzszy mowi, ze wartos¢ rezerwy w chwili k+1 jest to zakumulowana wartosc¢
rezerwy poczatkowej pomniejszona o wartosé¢ ryzykowna, ktéra bedzie wyptacona tylko
w razie $mierci ubezpieczonego w ostatnim roku. Inaczej méwiac $wiadczenie by, ktore
nalezy wtedy wyplacié¢ sktada sie ze rezerwy poczatkowej (ktéra ubezpieczyciel juz
posiada w chwili k), zakumulowanej przez 1 rok, a wiec do pelnej kwoty $wiadczenia

brakuje jeszcze by — k1V.

4. ROZKLAD SKEADKI NA CZESC RYZYKOWNA I OSZCZEDNOSCIOWA

Mnozac ostanig réwnosé przez v(k, k + 1) 1 przestawiajac wyrazy otrzymamy wzor
T = U(k‘, k + 1)(]95_|_k;771C + [U(/{?, k + 1)k+1V — kV} .

Wzér ten wyraza sktadke ptacona w chwili £ w postaci dwoch sktadnikéw. Pierwszy
sktadnik jest nazywany ryzykowng czescig skiadki, gdyz jest to kwota jaka nalezy zapta-
ci¢ w chwili k£ za ubezpieczenie na 1 rok na sume rowna wartosci ryzykownej 7. Drugi
sktadnik jest roznicg pomiedzy wartoscia w chwili k przysztej rezery i obecnej rezerwy,

i nazywany jest oszczednosciowq czescig sktadki.

Przyklad 3. Wyznaczymy rozktad powyzszego typu dla sktadek z Przyktadu 1.
Przypomnijmy, ze i = 100% oraz by = 80, by = 75, ¢ = —70. Ponadto my =
m = 0 oraz ¢V = 0, 1V = 20, ;V = 70. W pierwszym roku wartos¢ ryzykowna
wynosi g = by — 1V = 80 — 20 = 60. Czeé¢ ryzykowna sktadki my = 16 wynosi wiec
v(0, 1)geono = % 0.2 60 = 6. Czes¢ oszczednosciowa wynosi v(0,1),V — oV = 10.
W drugim roku wartosc ryzykowna 7, wynosi by — oV = 5, a wiec czes¢ ryzykowna

sktadki m; wynosi % -0.4-5 =1, a czed¢ oszczednosciowa to % =70 — 20 = 16.

Powyzszy rozktad pokazuje, ze dowolnag polise mozna rozwazaé¢ jako sume dwoch
oddzielnych kontraktow: czysto ubezpieczeniowego i czysto oszczednosciowego.

Dla czesci czysto ubezpieczeniowej sktadka roczna to czesé ryzykowna sktadki w ogol-
nym kontrakcie, a $wiadczenie na wypadek sSmierci w k—tym roku wyptacane jest w wy-
sokosci wartosci ryzykownej 7. Taka polisa ma zerowe rezerwy w kazdej chwili, gdyz
sktadka ryzykowna wystarcza tylko i wytacznie na pokrycie wyptaty wartosci ryzy-

kownej w razie $mierci w ciagu roku. W powyzszym przyktadzie ubezpieczony ptaci 6
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w chwili 0 co wystarcza na pokrycie ewentualnej wyptaty 60 w razie $mierci. Potem
ptaci 1 w chwili 1, co zapewnia ewentualng wyptate 5 w chwili 2.

Czesé oszezednosciowa polisy dziata jak konto w banku, a wiec $rodki zgromadzone
sg akumulowane wzgledem funkcji dyskonta v. W powyzszym przyktadzie, oszczedno-
Sciowa czes¢ sktadki my w kwocie 10 zakumuluje do 40 w chwili 2, a ta sama czes¢
sktadki 7, czyli 15, zakumuluje do 30 w chwili 2. Laczne oszczednosci wynosza wiec 70

i taka doktadnie kwota jest potrzebna jako wyptata w chwili 2.



