UBEZPIECZENIA NA ZYCIE

M. BIENIEK

Ubezpieczenie na zZycie jest to kontrakt pomiedzy ubezpieczycielem a ubezpieczonym
gwarantujacy, ze ubezpieczyciel w zamian za optacanie sktadek, wyptaci z gory ustalong
kwote $wiadczenia po sSmierci ubezpieczonego. Wysokos¢ swiadczenia moze si¢ zmieniacé
wraz z uptywem czasu. W praktyce, swiadczenie wyptacane jest w dosé¢ krétkim okresie
po Smierci ubezpieczonego, ale dla wygody rozwazan bedziemy zaktadac, ze $wiadczenie
bedzie wyptacone na koniec roku $mierci. Chodzi tu o pelne lata liczone od chwili
zakupu polisy, a nie o lata kalendarzowe. Zauwazmy, ze w odroéznieniu od rent zyciowych,

ubezpieczenie na zycie zapewnia zwykle tylko pojedyncza wyptate, a nie ciag wyptat.

1. WYZNACZENIE SKLADEK W UBEZPIECZENIU NA ZYCIE

Rozwazmy polis¢ na zycie dla z—latka. Niech b, bedzie kwota, ktéra zostanie wypta-

cona w chwili £ + 1, jezeli Smier¢ nastapi pomigdzy chwilami ki k 4+ 1. Wektor
b = (b07 b17 R bwffpfl)

bedziemy nazywaé¢ wektorem Swiadczen. Zauwazmy, ze kwota by jest ptatna w chwili
k + 1, a nie k.

Zatézmy, ze dana jest funkcja dyskonta v oraz oraz pewna tablica trwania zycia. Chce-
my wyznaczy¢ wysokos¢ jednorazowej sktadki za powyzszg polise, sktadke ta oznaczymy
przez A;(b). Jej wysokosé wyznaczymy przy zatozeniu, ze wszystkie wplacone sktadki
wraz z odsetkami pokryja przyszite swiadczenia na wypadek sSmierci.

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy b = e* dla ustalonego & = 0,1,2,.... W ta-
kim przypadku ubezpieczyciel wyptaci 1 PLN w chwili k£ + 1, jesli ubezpieczony umrze
w wieku pomiedzy x+k i x+k+1. W przeciwnym razie Swiadczenie wynosi 0. Przypu-
$¢my, ze mamy grupe £, osoOb w wieku z, z ktorych kazda kupuje kontrakt powyzszego
rodzaju. Z tej grupy d,.r 0sOb umrze w wieku pomiedzy z + ki x + k + 1, i kazda
z tych oséb otrzyma 1 PLN w chwili k£ + 1. Laczna wartos¢ obecna tych swiadczen to
v(k+1)d,4x. Musi by¢ ona réwna tacznej wysokosci zebranych sktadek, czyli £, A,(e*).

Zatem

dy

Ogdlna polise z wektorem $wiadczen b mozna rozwazaé jako cigg polis powyzszego

typu, jedna dla kazdej wartosci k, przy czym k-ta polisa daje wyptate b, w chwili

k 4+ 1 w przypadku Smierci w ciagu ostatniego roku. Sktadka za taka polise wynosi
1
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brv(k+1)kps guoik, a sktadka za cala polise jest po prostu suma sktadek za poszczegdlne
polisy. Zatem

w—z—1

k=0

Zauwazmy, ze powyzsze wyrazenie jest podobnej postaci jak dla sktadki renty zycio-
wej, tzn. sumujemy pewng liczbe sktadnikéw, z ktorych kazdy jest iloczynem trzech

czynnikOw postaci:
kwota wyptaty x czynnik dyskonta x prawdopodobienstwo wyptaty.

Tajk jak w przypadku rent zyciowych w oznaczeniach bedziemy opuszczaé wektor $wiad-
czen (1o) = (lu—s). Zatem A, oznacza wysokos¢ jednorazowej sktadki za polise dla

r—latka, gwrantujaca wyptate 1 PLN na koniec roku $mierci.

Przyktad 1. Zalézmy, ze goo = 0.2, g1 = 0.4, ge2 = 0.5 oraz i = 100%. Polisa dla
60-latka zapewnia wyptaty na koniec roku $mierci w wysokosci 80 za $mieré w cig-
gu pierwszego roku, 75 za sSmier¢ w drugim roku lub 100 za $mier¢ w trzecim roku.
Jezeli ubezpieczony przezyje 3 lata, to nie otrzymuje zadnych swiadczen. Obliczymy
jednorazowg sktadke takiej polisy.

Niech b = (80, 75, 100). Mamy v(k) = 27% oraz opgy = peops1 = 0.48. Zatem na mocy

POWYZSZego Wzoru

Az (b) = bov(1)geo + b1v(2)peoge1 + b2v(3)apeode2
=100-271-02+75-272.08-04+100-272.0.48-0.5 = 17.

Najczesciej, ubezpieczony optaca ubezpieczenie na zycie ciggiem okresowych sktadek,
a nie sktadka jednorazows. Zakladamy, ze ptatnosci sktadek dokonywane sa corocznie
i dane jako wektor sktadek w = (mg,7y,...,Tp_s_1), lub posrednio przez wysokos¢
sktadki poczatkowej my oraz wektor wzorca sktadki p = (1, p1,..., pu_s_1), podobnie
jak w przypadku rent zyciowych. Stosujac ponownie zasade réwnowaznosci sktadek

i swiadczen wzgledem v, otrzymamy
Ay (b) = d,(m) = mod.(p),

a wiec

A, (b)
i (p)

o =

2. PRZYKELADY POLIS NA ZYCIE

Najprostsze przyktady polis na zycie to polisy terminowe i bezterminowe. Polisa
terminowa na n lat to taka, w ktorej by = 0 dla k > n, a wiec po uptywie n lat waznosé
polisy wygasa nawet jesli ubezpieczony zyje. W naszy modelu nie ma wiec potrzeby

rozrézniania miedzy tymi polisami.
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Inny przyktad to polisa na zycie i dozycie na n lat, ktéra zapewnia x-latkowi $wiad-
czenie na wypadek Smierci, jesli nastapi ona w ciagu n lat oraz Swiadczenie w chwili n
w razie dozycia do wieku x+n. Aby wyznaczy¢ wysokos$¢ sktadki w takim ubezpieczeniu

rozwazamy je jako dwie osobne umowy i sumujemy ich sktadki.

Przyklad 2. Polisa ubezpieczeniowa dla x—latka zapewnia $wiadczenie 1 w chwili n,
jezeli ubezpieczony jeszcze zyje, oraz wyptate 1 na koniec roku Smierci, jezeli z—latek
umrze przed uplywem n lat. Polisa ta jest optacana coroczna sktadka w wysokosci P.
Wyznaczymy wielkos¢ P.

Jednorazowa sktadka za ubezpieczenie na wypadek §mierci wynosi A,(1,), a za ubez-
pieczenie na dozycie — y.(n). Wektor wzorca sktadki to p = (1,). Zatem jednorazowa
sktadka za cate ubezpieczenie wynosi A,(1,) + y.(n), a wiec
AL(1,) + yx(n)

Qa(1n)

P =

Przyklad 3. Rozwazmy 20-letnie ubezpieczenie zapewniajace $wiadczenie 1 jesli $mier¢
nastapi w ciggu 10 lat, lub 2, jesli Smier¢ nastapi w ciagu kolejnych 10 lat. Dodatkowo
w razie przezycia 20 lat ubezpieczony otrzyma 3 w chwili 20. Sktadki beda optaca-
ne przez 15 lat w stalej wysokosci rocznej P. Rozumujgc podobnie jak w poprzednim
przyktadzie dostajemy wzor na P w postaci
Az (110, 210) + 3y.(20)

i (115) |

Mozliwe jest réwniez potaczenie ubezpieczenia terminowego z odroczong rentg zycio-

pP—

wa.

Przyklad 4. Umowa dla 40-latka przewiduje coroczne wypltaty w wysokosci 1 po-
czawszy od wieku 65 lat. Jezeli ubezpieczony umrze przed osiggnieciem tego wieku,
to ubezpieczyciel wyptaci kwote 10 na koniec roku $mierci. Umowa ta bedzie optaca-
na przez 25 lat coroczng sktadka w wysokosci P. Wtedy, podobnie jak w poprzednich

przyktadach
_ 10A40(125) + d40(025> 100)
(igo(125) '

Drugi sktadnik w liczniku mozna zapisa¢ w postaci v(25)a5pa0d {40}+25-

P

Ostatni przyktad to renta odroczona potaczona z ubezpieczeniem nazycie, zapewnia-

jacym zwrot dotychczas wptaconych sktadek.

Przyklad 5. Umowa dla 40-latka przewiduje coroczne wyptaty w wysokosci 1 po-
czawszy od wieku 65 lat. Jezeli ubezpieczony umrze przed osiagnieciem tego wieku, to
ubezpieczyciel wyptaci wszystkie dotychczas wptacone sktadki, ale bez odsetek. Sktadki

optacane sa w statej wysokosci P rocznie przez 25 lat. Ile powinno wynosi¢ P?
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Zal6ézmy, ze ubezpieczony umrze pomiedzy chwilami ki k+ 1. gdzie k = 0,1, ..., 24.
Whptacit on zatem k+1 sktadek w wysokosci P, a wigc $wiadczenie w chwili £+ 1 wynosi

by = (k+ 1)P. Zatem wektorem $wiadczen jest
b= (P,2P,...,25P) = Pj,
gdzie j = (1,2,...,25). Przyréwnujac wartosci obecne sktadek i $wiadczen otrzymamy
Piig(12s5) = PAo(j) + dao(025, 1oo),

a wiec
G40(025, 1oo)
da0(1as) — Aso(j)

P p—t

3. OGOLNY WZOR NA WYZNACZANIE SKLADEK OKRESOWYCH
Podsumujmy teraz sposob wyznaczania sktadek okresowych w ubezpieczeniach na
zycie i rentach zyciowych, i ich kombinacjach. Najpierw identyfikujemy cztery wektory:
e wektor $wiadczen na wypadek $mierci b,
e wektor Swiadczen renty zyciowej c,
e wektor ptatnosci gwarantowanych u = (04, w), o ile x-latek dozyje do wieku
r+g,

e wektor wzorca sktadki p.

Oczywiscie, w wielu przypadkach sposréd wektoréw b, ¢ i w, jeden lub dwa beda zerowe.

Wtedy obliczamy poczatkowa sktadke my z rownosci wartosci obecnych

Tolz(p) = Ay (b) + dz(c) + v(g)gpri(W;v).

Roéwnosé ta obejmuje réwniez przypadki, gdy wektory po prawej stonie zaleza od .

4. UBEZPIECZENIA NA ZYCIE JAKO RENTY ZYCIOWE

Dla dowolnego wektora ¢ mamy

w—x—1
iz(c) = > (k) ppa,
k=0
a wiec
w—xr—1
k=0
gdzie

Cp = U(k, k+ 1)bk Qrtk-

Niech w, oznacza wektor o k tej wspotrzednej (w.)r = v(k,k + 1)@u4x. Bedziemy

stosowaé symbol * na oznaczenie mnozenia wektorow po wspétrzednych. Zatem,

(al,ag, . ,an) * (bl,bg, ey bn) = (a1b1,agbg, ce ,anbn).
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Wtedy ostatnig rownos¢ mozemy zapisa¢ w postaci
A,(b) = dy(w, x b).

Réwnosé te mozna zinterpretowaé nastepujaco. Zaldézmy, ze ubezpieczyciel sprzedaje
ubezpieczenia na zycie tylko na 1 rok, oraz dowolne renty zyciowe. x—latek, ktory chce
mie¢ ubezpieczenie na cate zycie z wektorem swiadczen b moze postapi¢ w nastepujacy
sposob. Za jednorazowa sktadke wykupuje rente zyciowa z wektorem ptatnosci w, * b.
Jezeli ubezpieczony dozyje do chwili k, to z tytutu renty dostanie kwote v(k, k+1)by. qpik,
ktora natychmiast przeznacza w cato$ci na zakup ubezpieczenia na zycie na najblizszy
rok. Jezeli umrze w ciggu roku, to w chwili k41 ubezpieczyciel z tytutu ubezpieczenia na
zycie wyptaci kwote by. Jezeli przezyje do chwili k£ + 1, to z tytutu renty otrzyma kwote
v(k + 1,k + 2)bk+1 Guirs1, za ktéra wykupuje ubezpieczenie na zycie na kolejny rok,
i tak dalej. Jest to réwnowazne ubezpieczeniu na cale zycie z wektorem swiadczen b.

Réwnosé A, (b) = d,(w, * b) pozwala zaadaptowaé wyniki uzyskane dla wartosci
obecnych rent zyciowych na przypadek sktadek jednorazowych w ubezpieczeniach na

zycie. Na przyktad tozsamos¢ podziatu dla rent zyciowych
z(c) = dy(rC) + Yo (K)lay4r(c o k).
dla ubezpieczen przybiera postac
Az(b) = Ay (1b) + yu (k) Ay ru(b o k),

gdzie notacja {x} oznacza, ze ostatnia sktadka obliczona jest wzgledem funkcji dyskonta
vo k. Inaczej, Agyx(bok) jest sktadka jaka z-latek zaplaci za k lat za ubezpieczenie

na zycie z wektorem $wiadczen b o k.

5. OGOLNA TOZSAMOSC DLA UBEZPIECZEN I RENT

Dla danego wektora b = by, by, ..., b, oznaczmy
Ab = (607 bl - bOa b2 - bla S abn - bn—la _bn)

Zatem Ab otrzymujemy z b odejmujac od kazdej wspoétrzednej porzednia wspotrzedna,
z wyjatkiem zerowej wspétrzednej, ktéra pozostaje taka sama (mozemy réwniez przyjaé
b_y = 0). Przypomnijmy konwencje, ze b; = 0 dla j > n, co tlumaczy ostatni wyraz
—b, w wektorze Ab. Niech d = (dy, dy, ds, . . . ) oznacza wektor stop dyskontowych, czyli
dp =1—v(k,k+1).

Twierdzenie 1. Dla dowolnego wektora swiadczen na wypadek $mierci b zachodzi row-
nosc

Ay (b) = 4, (Ab) — iiy(d * b).
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Dowdd. Bez zmniejszania ogdlnosci rozwazan przyjmijmy, ze b = (bg, by.bs, ... ) jest
wektorem nieskonczonym.

Mamy Py Getk = kPz — k4+1Pz, & Wice

Ae(b) =Y beo(k + 1)ips ok = Y, bev(k + 1) (ke — k41D4)

k=0 k=0
= Zbkv (k+ 1)gps — Zbk 10(K)kDs
k=0
= Z b [v(k + 1) —v(k)] xpe + Z(bk — bp—1)v(k)gps-
k=0

Zauwazmy teraz, ze druga suma to po prostu i, (Ab). Ponadto v(k+1) = v(k)v(k, k+1),
a wiec

v(k+1) —v(k) = [v(k,k+ 1) — 1v(k) = —dyv(k),

oraz druga suma wynosi
— Z bkdk’u(k)kpx = —Clz(b * d),

skad wynika dowodzona tozsamosc. U

Zastosujemy powyzsze twierdzenie do dowodu znanych tozsamosci aktuarialnych. Za-
t6zmy, ze stopa procentowa jest stata. Wtedy stopa dyskontowa d jest rowniez stata,
a wiec d * b = db oraz d,(d * b) = di,(b) dla dowolnego wektora b.

Zatozmy, ze b = 1. Wtedy Ab = (1,0), a wigc d,(Ab) = 1. Z Twierdzenia 1
otrzymujemy

Ay = Ay(lag) = 1 — diiy (1) = 1 — diiy.

a wiec rowniez

Jest to wzor wyrazajacy obecna wartos¢ jednostkowej renty na cate zycie przez sktadke
w jednostkowym ubezpieczeniu na cate zycie.

Podobny wzor mozna otrzymaé¢ dla ubezpieczenia na zycie i dozycie. Przyjmijmy
b =(1,). Wtedy Ab = (1,0,...,0,—1), gdzie —1 jest (n+ 1)-sza wspbhrzedna wektora
Ab, a wiec d,(Ab) =1 — y,(n). Na mocy Twierdzenia 1 mamy

Ap(1n) =1 = ya(n) — din(1,)
oraz przy uzyciu standardowych oznaczen aktuarialnych
Avm = Au(1n) + y2(n) = 1 — ddgm,
czyli

. 1— A:r::m
Az = a4
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6. STANDARDOWE OZNACZENIA

Sktadki jednorazowe

Az:% = yx(n)> AIB:W = Aw(ln) + yﬂﬁ(”)’

Sktadki okresowe coroczne w ubezpieczeniach dla x—latka

e P, sktadka w ubezpieczeniu na cate zycie, ptacona dozywotnio;

n P, sktadka w ubezpieczeniu na cate zycie, ptacona przez h lat;

P - skladka w ubezpieczeniu terminowym na n lat, placona przez n lat;

n P sktadka w ubezpieczeniu na zycie i dozycie na n lat, ptacona przez h lat.



