OGOLNE RENTY ZYCIOWE

M. BIENIEK

Rentq zyciowqg nazywamy kontrakt miedzy ubezpieczycielem a ubezpieczonym, w kto-
rym ubezpieczony w zamian za okreslong optate, zwana skladkq, otrzymuje ciag z gory
okreslonych ptatnosci w ustalonych chwilach w przysztosci. Ptatnosci dokonywane beda
tylko w przypadku, gdy ubezpieczony zyje, a wigc ustajg one z chwilg Smierci ubezpie-

czonego.

1. OBLICZENIE JEDNORAZOWEJ SKLADKI RENTY

Zaktadamy, ze dana jest pewna tablica trwania zycia, ktora opisuje przyszte zycie
ubezpieczonego, oraz funkcja dyskonta v, ktéra modeluje efekty inwestycji finansowych.

Rozwazmy kontrakt rentowy dla x—latka, gdzie x jest liczba catkowita. Zaktadamy,
ze platnosci z tytutu tej renty beda nastepowac na poczatku kazdego roku, w wysokosci
¢, w chwili k. Oczywiscie niektére wartosci ¢, moga by¢ rowne 0, co odpowiada braku
ptatnosci w danym roku. Zatem kontrakt ten opisany jest przez wektor przeptywow
c = (co,C1,...,Conp—1). W takim przypadku bedziemy nazywaé ¢ wektorem swiadczer
rentowych. Zauwazmy, ze ostatnia ptatnos¢ moze nastapi¢ w chwili w—1, co jest ostatnia
chwila kiedy ktokolwiek moze jeszcze zyc¢.

Zaloézmy teraz, ze kontrakt ten ma by¢ optacony przez x—latka pojedyncza sktadka
na poczatku trwania kontraktu, a wiec w chwili 0. Pierwszy problem, to wyznaczenie
wysokosci tej sktadki. Podstawowym kryterium jest to, ze wszystkie sktadki optacone
przez wszystkich rentobiorcéw, wraz z zarobionymi odsetkami, powinny wystarczy¢ na
optacenie wszystkich zadanych swiadczen.

Rozwazmy najpierw najprostszy mozliwy przypadek, czyli ¢ = e*. Przypomnijmy,
ze wszystkie wspohrzedne wektora e¥ sg réwne 0, za wyjatkiem k-tej wspotrzednej,
ktora wynosi 1. Mamy zatem do czynienia z rentg sktadajaca sie¢ z jednej platnosci
w wysokos$ci 1 w chwili k, jezeli ubezpieczony dozyje do wieku x + k. Taki kontrakt
nazywany jest czystym ubezpieczeniem na dozycie. Niech E oznacza wysokos$¢ sktadki
za takie ubezpieczenie. Zatozmy, ze £, os6b w wieku = kupuje taki kontrakt. Catkowita
kwota zebrana w postaci sktadek wynosi wiec £, F, ktéra po czasie k zakumuluje do
wartosci £, Ev(k,0). W chwili k& pozostanie przy zyciu £, 0séb, i kazda z nich musi
dosta¢ 1 PLN. Oznacza to, ze

0Bk, 0) = Ly,
1
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a wiec

E =v(k, 0)—1&2% = (k)P

Wynika stad tatwo wzér na jednorazowa sktadke dowolnej renty zyciowej dla x—latka
z wektorem $wiadczen c. Niech d,(c) oznacza wysokosé tej sktadki. Taki kontrakt mozna
rozwazac jako cigg czystych ubezpieczen na dozycie, z ktérych kazde odpowiada tylko
jednej chwili k, kiedy to z tytutu ubezpieczenia na dozycie x—latek otrzymuje kwote cx
(oczywiscie, jesli w tej chwili zyje). Sktadka za takie ubezpieczenie wynosi cxv(k)gps,
a sktadke za catag rente obliczamy jako sume sktadek za kazde z ubezpieczen. Zatem

w—xr—1

ig(c) = Y cxv(k)rpa-

k=0
Oczywiscie, warto$¢ d,(c) zalezy rowniez od wyboru funkcji dyskonta v, ale pomijamy
te zaleznos¢ w oznaczeniu.

W praktyce spotyka si¢ trzy rodzaje rent zyciowych: terminowe, bezterminowe i od-
roczone.

Renty terminowe to takie, w ktérych ¢, = 0 poczawszy od pewnego k. Zatem ptatnosé
takiej renty ustaje w penym momencie, nawet jesli ubezpieczony dalej zyje. Renty bez-
terminowe to renty, ktore dajg niezerowe ptatnosci bez wzgledu na to jak dtugo ubezpie-
czony zyje. Renty odroczone to kontraktu, w ktérych poczatkowa ptatnosé $wiadczenia
nastepuje dopiero po pewnym z géry okreslonym czasie. Matematycznie oznacza to, ze
poczatkowe przeplywy wektora swiadczen sa zerowe, a wiec nie renty takie nie wyma-
gaja zadnych specjalnych wzoréw. Wektor $wiadczen jest wtedy postaci ¢ = (0, d),

a chwila k nazywana jest okresem odroczenia.

2. ZDYSKONTOWANA FUNKCJA PRZEZYCIA

Zauwazmy, ze wzOr na obecna wartosé renty zyciowej d,(c) ma podobna postaé¢ do

wzoru na obecng warto$¢ wektora ¢ wzgledem funkcji dyskonta v, czyli

N
i(c;v) =Y cpu(k).
k=0
Okreslmy

Ye(n) = v(n)npe,

i rozszerzmy te definicje do funkcji dwdéch zmiennych

_ Yo (n)
Ya(k, 1) = Yu(k)’

dla liczb catkowitych n, k > 0. Korzystajac z wtasnosci mnozenia dla prawdopodobien-

stw przezycia, tatwo pokazac, ze y, spetnia warunek

Yo (K, m)ye(m,n) = y.(k,n),
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dla dowolnych k,m,n > 0, a wiec y, jest funkcjg dyskonta. Ponadto dla £ < n

Yr(n)
T ka = = ka n—kFxz+k A
wellm) = Y2 = ol m)apess (4)
adlak>n
v(k,n
yi(h,m) = ) (B)
k—nDz+n
Zatem na przyktad przy zalozeniu statej stopy procentowe;
(1+414)?°

yiﬁ(27 5) = U33pa:+27 yI(E)) 2) = .
3Pz+2

Zauwazmy, ze ostatnia wielkos¢, podajaca wartos¢ w chwili 5 z inwestycji 1 PLN w chwili
2, jest wigksza niz (1 +14)3, czyli kwota powstajaca jedynie z odsetek. Odzwierciedla to
dodatkowy zysk wynikajacy z przezycia.

Funkcje y, bedziemy nazywacé zdyskontowanq funkcjqg przezycia. Latwo teraz zauwa-
zy¢é, ze

g (c) = a(C; ya),

a wiec jednorazowa sktadka renty zyciowej to po prostu wartos¢ obecna wektora $wiad-
czen ¢ wzgledem funkcji dyskonta y,.. Zatem wszystkie wyniki dotyczace wartosci obec-
nych przeplywéw moga byé zastosowane dla rent zyciowych.

Przy obliczaniu d,(c) wygodnie jest czasami korzystaé ze zaleznosci rekurencyjnej

Oznaczenie 1. Rozwazmy wektor ¢ = (1,_,) odpowiadajacy ciagowi jednostkowych
ptatnosci do konca zycia x—latka. Dla prostoty oznaczen wektor taki bedziemy pomijac
w zapisie. Zatem, kiedykolwiek pomijamy w zapisie wektor, to rozumiemy, ze jest to
wilasnie (1,_.). Na przyklad, d, oznacza jednorazowa skladke renty bezterminowej,
ktora daje ptatnosci w wysokosci 1 na poczatku kazdego roku zycia ubezpieczonego,
poczawszy od chwili 0.

W przypadku, gdy ptatnosci sa rozciagniete na cate zycie, ale nie sg state, wygodnie
jest czasami unikaé specyfikacji w piszac symbol 1, na oznaczenie wektora ptatnosci
do chwili w — 1. Na przyktad, jezeli w = 120, to mozemy napisa¢ d4o(215, loo) zamiast
d40(215, Les)-

W dalszym ciggu przez v bedziemy oznacza¢ funkcje dyskonta zwigzang z oprocen-
towaniem, odzwierciedlajaca zyski z inwestycji kapitatu. Bedziemy uzywac litery y do
oznaczenia ogoblnej funkcji dyskonta, ktérg moze by¢ v lub y, lub dowolna inna funkcja

dyskonta.

Rozwazmy teraz zwiazki pomiedzy y, dla réznych wartosci x. Zauwazmy, ze mamy
teraz wiele funkcji dyskonta y,., jedna dla kazdego wieku poczatkowego x. Sa one jednak

zwigzane w nastepujacy sposob.
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Przypomnijmy, ze dla dowolnej funkcji dyskonta y zdefiniowaliémy nowsg funkcje dys-
konta wzorem
yok(n,m)=yn+k,m+k),
czyli
yok(n)=yok(0,n) =y(k,n+k).

Zatem stosujac wzér (A) mamy
Yz 0 k(1) = ya(k, k +n) = v(k, k +n) npask = v 0 k(1) nPark-
Wzér ten méwi, ze
Yz © k(wzgledem v) = y,x(wzgledem v o k).
W szczegblnosci, jezeli stopa procentowa jest stala, to

Yetk = Yz © k,

oraz y, = yo o k, a wiec znajac zdyskontowana funkcje przezycia dla wieku 0, znamy ja

dla kazdego innego wieku.

Oznaczenie 2. Niech dg,y41(c) oznacza obecng wartosé renty zyciowej dla (z + k)—
latka, ktéra daje wyptate w wysokosci ¢; w chwili k47, obliczong wzgledem przesunigtej
funkcji dyskonta v o k. Zatem

w—r—k—1

igaprk(C) = D v o k() jpesk-
§=0

Oczywiscie, przy zalozeniu statej stopy procentowej, mamy vok = v, a wiec dz}4x(c) =

d,+r(c), 1 oznaczenie takiego typu nie jest potrzebne.

Przyktad 1. Aby zilustrowa¢ wprowadzong notacje obliczymy deo(c), dse)+1(c) oraz
ds8)+2(c) przy nastepujacych danych ¢ = (1,2,3,4), gso = 0.05, g1 = 0.1, gg2 = 0.15
oraz ig = 11 = 0.04, i, = 0.08 dla k > 2.

Mamy peo = 0.95, opso = peopst = 0.95 - 0.9 = 0.855 oraz 3pgy = 0,72675 oraz
v(1) = 10471 v(2) = 1.0472 v(2 + k) = 1.04721.087%, dla k > 1. Stad

3
dgo(c) = D cxv(k)rpso = 7,687.
k=0

Dalej

.. 50 w(k+1
dgsoye1(c) = Y Ck(v(l))kpﬁo = 7,507,
k=0

Jest to kwota jaka osoba obecnie 59-letnia zaptaci za rok, aby otrzymywac przez kolejne

3 lata Swiadczenia w wysokosci 1, 2, 3 oraz 4. Ponadto,

. 50 wk+2
igssy+2(c) = D Ck(v(2))kp60 =7,2066.
k=0
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Jest to kwota jaka osoba obecnie 58—letnia zaptaci za dwa lata, aby otrzymywac przez

kolejne 3 lata Swiadczenia w wysokosci 1, 2, 3 oraz 4.

Korzystajac z wyprowadzonej wczesniej zaleznosci
Val(Fc,v) = d(co k;vok)
otrzymujemy wiec
Valy("e; y,) = d(c o ksy, o k)
= lgtk(C 0 kjv 0 k) = dfzyk(cok).

Stad dostajemy nowa wersje tozsamosci podziatu
i(c;v) = d(ge;v) +v(k)i(cok;vok),
a wiec przy uzyciu rent zyciowych otrzymujemy tozsamos¢ podziatu w postaci
iz (€) = o (k) + Yo (k)dgzyr(c o k). (©)

W szczegélnym przypadku, gdy ¢ = (1) oraz stopa procentowa jest stala, mamy

k€ = (1) oraz co k = (1), a wiec

ly = g (1) 4+ V% o Da G

Wzory tego typu byty popularne przed rozpowszechnieniem komputeréow. Ten konkret-
ny wzor shuzyt do wyznaczania sktadki renty terminowej na n lat przy uzyciu tablicy
sktadek rent na cale zycie.

Wzor (C) jest uzyteczny zwlaszcza do wyrazenia wartosci obecnej renty odroczonej
.(c), gdzie ¢ = (0g,d) w terminach tylko wektora d. Mamy bowiem rc = 0, oraz
cok=d, a wiec

(g (€) = Yo (k)lifay+k(d).

3. RENTY ZYCIOWE Z GWARANTOWANYMI PLATNOSCIAMI

Zal6zmy, ze rentobiorca kupuje rente zyciowa i umiera wkrotce po zaptaceniu sktadki.
Osoba ta nie dostanie zatem nic, z wyjatkiem by¢ moze ptatnoéci w chwili 0 jesli jest
ona niezerowa. Nawet mimo tego, ze sktadka uwzglednia taks mozliwos¢, spadkobiorcy
zmartego moga mieé zastrzezenia do zakltadu ubezpieczen o przepadek funduszy. Poza
tym mozliwo$¢ straty pieniedzy moze by¢ zniechecajaca dla niektorych potencjalnych
klientow zakladu ubezpieczen. Z tego wzgledu wielu ubezpieczycieli oferuje mozliwosé
wykupienia renty zyciowej z okresem gwarantowanym. W typowym kontrakcie takiego
typu jest zapis, ze przez pewien okres czasu (np. 10 czy 15 lat), $wiadczenia beda wy-
ptacane niezaleznie od tego czy ubezpieczony zyje czy nie. Po tym okresie renta zmienia
sie w zwykla rente zyciowa, w ktorej wyptaty nastepuja tylko dopoki ubezpieczony zy-

je. Oczywiscie okres gwarantowany oznacza, ze za te same Swiadczenia nalezy zaptacic
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wyzszg sktadke. Aby wyznaczy¢ wysokosé sktadki najlatwiej jest rozwazac rente z okre-
sem gwarantowanym jako dwa osobne kontrakty, jeden dla ptatnosci gwarantowanych,
a drugi dla zwyktych ptatnosci, a potem zsumowaé sktadki za kazdy z kontraktow.

Rozwazymy dwa przyktady takich rent.

Przyktad 2. Osoba w wieku lat 40 wykupuje rente zyciows, ktora daje coroczne ptat-
noéci w wysokosci 10000 poczawszy od wieku 41 lat, przy czym pierwszych dziesie¢
platnosci jest gwarantowanych. Obliczymy ile nalezy zaptaci¢ za taka rente.

Sktadka za gwarantowane platnosci wynosi
10000d(c;v), gdzie ¢ = (0,1,0).
Sktadka za ptatnosci niegwarantowane wymnosi
10000d49(d), gdzie d = (011, 1oo).
Zatem catkowita sktadka wynosi
10000[d(c; v) + dgo(d)].

Przyklad 3. Osoba w wieku 40 lat wykupuje rente zyciowa, ktora daje wyptaty corocz-
ne w wysokosci 1, poczawszy od wieku 65 lat. Jezeli ubezpieczony dozyje do wieku 65
lat, otrzyma co najmniej 10 wyptat, a w przeciwnym razie ubezpieczyciel nie wyptaca
zadnych swiadczen. Wyznaczymy sktadke takiej renty.

Sktadka za niegwarantowane ptatnosci wynosi dqo(03s5, 1o). Platnosci gwarantowa-
ne sa w tym przypadku odroczone, a ich wartosé za 25 lat wyniesie Valgs(0a5, 110; ).
Aby wyznaczy¢ ich wartosé obecng nalezy pomnozy¢ powyzsza wartosé przez yao(25) =
v(25)25p40. Pomnozenie tylko przez v(25) datoby btedny wynik, gdyz wyptata gwaranto-
wanych ptatnosci warunkowana jest przez dozycie ubezpieczonego do wieku 65. Zatem

catkowita sktadka wynosi
d40(035, 1oo) + 440(25) Valas (025, 1105 v),
co mozna rowniez zapisa¢ jako
v(35)35P100 {40} +35 + V(25)25Pa00(110; v 0 25).

W ogdélnym przypadku niech u oznacza wektor gwarantowanych ptatnosci pod wa-
runkiem, ze rentobiorca przezyje do chwili g. W przykladzie 2 mamy g = 01 u = (149),
a w Przyktadzie 3 mamy g = 25 i u = (05, 119). Oczywiscie mozemy zatozyé, ze g
pierwszych wspolrzednych wektora u to zera, a wiec u = (04, w) dla pewnego wektora
w. Wtedy rozumujac jak wyzej otrzymamy wartos¢ obecna $wiadczen gwarantowanych

W postaci

gDz A(1;v) = v(g)gps A(W5v 0 g),
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co jest rOwne obecnej wartosci wzgledem funkcji dyskonta v pomnozonej przez prawdo-

podobienstwo tego, ze ptatnosci nastapia.

4. RENTY ODROCZONE ZE SKEADKAMI OKRESOWYMI

Renty odroczone sa czesto optacane przez cigg sktadek rocznych, a nie za jednorazows,
sktadke. Okres optacania sktadek moze by¢ dowolnej dtugosci nie przekraczajacej okresu
odroczenia tak, ze ptatnosé¢ sktadek konczy sie zanim zaczng sie wyptaty Swiadczen.
Przyktadem takich kontraktow sg ubezpieczenia emerytalne, gdzie ubezpieczony ptaci
sktadki do osiggniecia wieku emerytalnego, a nastepnie odbiera okresowe swiadczenia
emerytalne.

Ciag corocznych ptatnosci sktadek moze byé opisany przez wektor wzorca sktadek.
Jest to wektor p taki, ze pg = 1. Wtedy px oznacza jaka czes¢ sktadki ptatnej w chwili
0 stanowi sktadka ptacona w chwili k. Jesli znamy sktadke w chwili 0, czyli sktadke po-
czgtkowq, to wektor wzorca sktadek wyznacza wszystkie pozostate sktadki. Mianowicie,

jezeli 7 oznacza wysokos¢ sktadki w chwili £, to
Tk = ToPk-

Wektor 7 = (mg, 1, T2, . .. ) nazywamy wektorem skladksi.

Zaloézmy, ze x—latek wykupuje rente zyciowa, ktorej pierwszg ptatnosé odbierze w wie-
ku z+n. Najczestszym wektorem wzorca sktadki jest p = (1,,), co oznacza, ze wszystkie
sktadki sg jednakowej wysokosci i konczg sie rok przed pierwsza ptatnosciag renty. Jed-
nakze niektérzy ubezpieczeni moga preferowac wyzsza sktadke, ale przez krotszy okres,
czyli p = (1,,), dla pewnego m < n. Jeszcze inni moga preferowaé nizsze sktadki na
poczatku, a potem wieksze. Na przyktad, wektor wzorca p = (14,2, ) oznacza, ze
roczna sktadka po k latach ulega podwojeniu.

Zauwazmy teraz, ze ptatnosci sktadki rowniez stanowig rente zyciowa, gdyz ich ptat-
nos¢ ustaje z chwila $mierci ubezpieczonego. Aby sktadki wraz z odsetkami pokryty
ptatnodci renty poziom sktadek musi by¢ wyznaczony tak, aby sktadki byty rownowaz-

ne aktuarialnie przysztym s$wiadczeniom wzgledem zdyskontowanej funkcji przezycia

Yz

Przyklad 4. Renta zyciowa dla 40-latka zapewnia coroczne wyptaty w wysokosci 1
poczawszy od wieku 65 lat. Roczne sktadki sa optacane przez 25 lat, przy czym poziom
sktadki maleje o potowe po 15 latach. Wyznaczymy wzor na poczatkows sktadke, przy
zatozeniu, ze w = 110.

Przyréownujac wartosci obecne otrzymamy

Gao(c) = duo() = modao(p),
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gdzie
¢ = (02s,145), p = (115,0.510).
Stad ()
dao(c
" Gnlp)

5. STANDARDOWE OZNACZENIA

Renty zyciowe terminowe

d:r::ﬁ\ = ax(ln)a Qg:m = a(O, 1n);
Tagm =i, (0,1,2,...,n), Tagm = d,(1,2,...,n)
Dagan = d(0,n,0 — 1,...,2,1), Dty = dn(n,n —1,...,2,1)

Renty zyciowe bezterminowe

dx = az(loo)a Ay = a(O, 100);

la, = i,(0,1,2,...), Ty = iy(1,2,...)

Przyktadowa tozsamos¢ podziatu

az:n—i—k — ax;m +v kPz Qz+k:m-



