TABLICE TRWANIA ZYCIA

M. BIENIEK

W tym wyktadzie przypomnimy pojecie tablicy trwania zycia oraz rézne oznaczenia

7 nig zwiazane.

1. PODSTAWOWE DEFINICJE

Tablice trwania zycia sa podstawowym narzedziem umozliwiajacym szacowanie regut
Smiertelnosci w danej populacji ludzi. Niech ¢, oznacza dowolng liczbe, typowo jest to
100000. Zaltézmy, ze zaczynamy z grupa (populacja) ztozona z £y noworodkéw. Cheemy
prognozowac, ilu cztonkéw populacji bedzie jeszeze zy¢ w dowolnie ustalonym momencie
w przysztosci. Niech ¢, oznacza liczbe cztonkéw oryginalnej populacji, ktorzy dozyja do

wieku x, i niech d, oznacza liczbe zmartych w wieku pomiedzy = i x + 1. Oczywiscie
lpiy = Uy — d.

Tablicg trwania Zycia jest to tabela zawierajaca wartosci £, id, dlax =0,1,2,..., w,
gdzie w jest wiekiem granicznym populacji, tzn. £, = 0. Faktyczna wartos¢ w moze by¢

w kazdej tablicy inna, zwykle wynosi 100 lub 110.

2. PRAWDOPODOBIENSTWA PRZEZYCIA I SMIERCI

Zaktadamy od teraz, ze dana jest pewna tablica trwania zycia, a wiec dane sg wartosci
(x,0;) dlax=0,1,2,...,w. Biorac teraz ustalonego cztonka danej populacji nie wiem,
czy bedzie on czy nie wsrod tych, ktérzy przezyja do ustalonego wieku. Dlatego musimy
wprowadzi¢ pomocnicze oznaczenia probabilistyczne. Dla liczb catkowitych z,n > 0,

oznaczamy
loyn

ly
prawdopodobiefistwo tego, ze osoba w wieku = dozyje do wieku x + n (czyli przezyje n
lat). Ponadto niech

nPxr =

. gx - g:(;—‘rn
ly
oznacza prawdopodobienstwo tego, ze osoba w wieku x umrze przed osiagnieciem wieku

TZQZL‘

x 4+ n lat (czyli umrze w ciagu n lat). Oczywiscie

Jezeli n = 1, to mozna je pomina¢ w oznaczeniu, tzn. p, = 1p; oraz q, = 1q,. Wielkos¢

¢ nazywana jest czasami wspotczynnikiem $miertelnosci w wieku x.
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Dalej, niech
ngrn - £x+n+k
nlkQx = g—
x
oznacza prawdopodobienstwo tego, ze osoba w wieku x przezyje n lat, a nastepnie umrze

w ciggu k lat. Mamy
nlkdz = nPz = n+kPr = nPz kqz+n-

Na przyktad, aby umrze¢ w wieku pomiedzy x +n a z + n + k, x-latek musi najpierw
przezy¢ n lat (z prawdopodobienistwem ,,p, ), a nastepnie majac lat = + n musi umrzec¢
w ciagu k lat (z prawdopodobiefistwem g,y ).

Inng uzytecznag tozsamoscig jest tzw. requia mnozenia, czyli

n+kPz = nPz kPz+n,

dla dowolnych nieujemnych liczb catkowitych n, k oraz x. Méwi ona, ze aby przezy¢
n+k lat, r—latek musi najpierw przezy¢ n lat, a nast¢pnie majac x +n lat musi przezy¢
kolejne k lat.

W praktyce tablice trwania zycia czesto konstruuje si¢ przyjmujac jako dane prawdo-
podobienstwa ¢, dlax = 0,1,2,.... Wyznaczenie wartosci tych prawdopodobienstw jest
skomplikowanym problemem statystycznym i nie bedziemy sie nim zajmowac. Jesli dane
sg wartosci ¢,, to tablice trwania zycia mozna skonstruowa¢ indukcyjnie, zaczynajac od

danej wartosci ¢y i korzystajac ze wzorow
dx = gqua £x+1 = gx - dxa

ktore tatwo wynikaja z podanych wyzej wzoréw.

3. OCZEKIWANA DLUGOSC ZYCIA

Oczekiwana dhugosé zycia jest jednym z najczesciej cytowanych pojeé¢ aktuarialnych.
Wielko$é ta odpowiada na pytanie: jak dtugo osoba wieku x moze spodziewac si¢ jeszcze
zy¢? Oczywiscie niektére osoby w populacji, ktore sa obecnie w wieku x umrg weze-
$niej, a inne pdzniej, wiec chcemy znaé¢ wielko$¢ srednig. Aby ja wyznaczy¢ nalezatoby
obserwowaé wybrang populacje osob w wieku z, do momemtu az wszyscy cztonkowie
populacji umra. Sumujac czasy zycia od wieku x wszystkich osobnikéw otrzymamy tacz-
ny przyszty czas zycia x—latkow, i dzielac go przez ich liczbe otrzymalibysmy $rednig
dhugos¢ zycia x—latkow.

Majac jednak dane tablice trwania zycia nie musimy przeprowadzac¢ takiego ekspe-
rymentu. Przypusémy, ze mamy grupe /¢, ludzi w wieku z. Po roku z grupy tej przezyje
(.1 0s6b, z ktérych kazda doktada 1 rok do catkowitego przyszlego czasu zycia. Na

koniec drugiego roku pozostanie /..o zyjacych oséb, z ktérych kazda doktada 1 rok
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do calkowitego czasu zycia. Kontunuujac w ten sposob, mozemy oszacowaé catkowity

przyszty czas zycia wszystkich x—latkéw z populacji przez sume
E:v—i—l + €z+2 +...+ gw—la

a wiec, dzielac przez (., otrzymamy wielkos¢

w—xr—1 g w—x—1

k=1 k=1

Wielko$¢ e, jest znana jako obciety oczekiwany czas Zycia osoby w wieku x. Stowo
“obciety” odnosi sie do faktu, ze w powyzszym rozumowaniu uwzglednialiémy tylko
liczbe pelnych lat przezywanych przez osobnikoéw, ignorujac utamki roku przezywane
w roku smierci. Zaokraglamy do zera wszystkie utamki od 0 do 1, i wydaje sie rozsadne
przyjac, ze srednio taki utamek wynosi % Zatem oczekiwany czas zycia osoby w wieku

x wynosi w przyblizeniu
\ 1
Cr = €y + 5
Aby obliczy¢ e, dla wszystkich wartosci x mozemy uzy¢ prostej zaleznosci rekuren-

cyjnej. Mianowicie,
€r = Pzt 2Pz T 3Pz + -« + w—a—1Dx
= P2 (L4 Dat1 + 2Pat1 + - -+ wa—2Dat1)
= pa(1 +epq1).

Druga linijka wynika z reguly mnozenia dla prawdopodobienstw przezycia. Zauwaz-
my, ze jest to rekurencja wstecz, gdyz podaje wartosci funkcji w terminach wartosci
nastepnej. Rekurencja zaczyna si¢ wtedy od wartosci e,, = 0.

Powyzszy wzor ma rowniez proste uzasadnienie intuicyjne. Aby przezy¢ dowolng
liczbe pelnych lat w przysztosci, z—latek musi najpierw przezy¢ jeden rok (z praw-
dopodobiefistwem p,). Ma juz zatem przezyty jeden rok i majac lat x + 1, przezyje
jeszcze Srednio e, 1 pelnych lat.

Rozwazajac oczekiwany czas zycia z-latka nalezy pamieta¢ o dwoch faktach. Po
pierwsze, é, jest funkcjg x, a po drugie, ze é, jest srednim przyszltym czasem trwania
zycia r—latka, a nie srednim wiekiem w chwili $§mierci.

Oprocz é, i e, czasami bedzie nas interesowa¢ srednie dtugos$¢ trwania zycia z—latka
w ciggu najblizszych n lat, gdzie n jest ustalona chwila w przysztosci. Wielkos¢

"k n
z
Com) = Z / = Z kDz;
@ k=1

k=1

jest znana jako obcieta terminowa oczekiwana diugosé Zycia z—latka w ciggu n lat.
Podaje ona spodziewang liczbe pelnych lat jakie przezyje x—latek w ciagu najblizszych

n lat. Aby podaé¢ przyblizenie dla terminowej oczekiwanej diugosci zZycia wystarczy
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zauwazy¢, ze w ciggu n lat z grupy ¢, osob w wieku x, umrze ¢, — ¢, , oséb, a wiec

szukane przyblizenie to
1

Exm = €z T QHQx



