OGOLNY MODEL MATEMATYKI FINANSOWEJ

M. BIENIEK

W tym wyktadzie przedstawimy ogdlny model matematyki finansowej, uzywany w dal-
szym ciagu. Wprowadzimy réwniez wiele pojec i oznaczen stosowanych w dalszych wy-
ktadach.

1. PRZEPLYWY PIENIADZA

Konstrukcje modelu zaczynamy od ustalenia jednostki czasu i jednostki kapitatu.
Zwykle jednostka czasu bedzie 1 rok, chwila 0 oznacza chwile obecna, a chwila n oznacza
moment za n lat od chwili obecnej. Jednostka kapitatu bedzie 1 PLN.

Zaktadamy, ze w chwilach 0, 1, 2, ..., otrzymujemy lub ptacimy pewna ilos¢ pienie-
dzy. Kwote uzyskana lub wydana w chwili £ oznaczamy przez c; i nazywamy {gcznym
przeptywem w chwili k. Dodatnia wartos¢ ¢, oznacza, ze kwote ta otrzymujemy, a ujem-
na wartos¢, ze sume tg ptacimy. Cata transakcja opisana jest przez wypisanie kolejnych

przepltywéw w postaci wektora przeplywu
c=(co,c1,...,0n),
gdzie N znacza chwile ostatniej ptatnosci.

Przyklad 1. Zatozmy, ze Jas pozycza Matgosi 10 PLN teraz i 5 PLN za rok. Matgosia
sptaci pozyczke w trzech corocznych ratach po 7 PLN kazda, przy czym pierwsza ptat-
no$¢ nastapi za 3 lata od teraz. Sytuacje te z punktu widzenia Jasia opisuje przeptyw ¢ =
(—10,-5,0,7,7,7), a z punktu widzenia Malgosi — wektor —c = (10, 5,0, -7, =7, —7).

Rozwazajac konkretny dany wektor przeptywu mozna postawié¢ nastepujace pytania:

e Kiedy transakcja jest warta podjecia?
e lle nalezy zaptaci¢, aby otrzymywaé¢ dany wektor przeptywow?
e Jaka optate nalezy pobrac¢, aby ptaci¢ dany wektor przeptywow?

e Jak poréownac¢ dwie transakcje, aby zdecydowac ktéra jest korzystniejsza?

Aby odpowiedzie¢ na te pytania musimy rozwazaé¢ wartosé pienigdza w czasie, gdyz
dana suma pieniedzy dostepna dzis ma teraz wiekszg wartos¢ niz taka sama suma, ale
dostepna np. za rok. Zmiana wartoéci kapitatu w czasie jest opisana przez tzw. funkcje

dyskonta.
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2. FUNKCJE DYSKONTA

Chcemy wyceni¢ cigg przeptywow, ktore sg ptatne w réznych chwilach czasu. Niech
v(s,t) oznacza wartos¢ w chwili s kwoty 1 PLN ptaconej (dostepnej) w chwili ¢. Innymi
stowy, 1 PLN ptatny w chwili ¢ jest réwnowazny kwocie v(s, t) ptatnej w chwili s. Jezeli
s < t, to v(s,t) interpretujemy jako kwote, ktéra nalezy zainwestowaé¢ w chwili s, aby
uzyska¢ 1 PLN w chwili ¢. Jezeli natomiast s > ¢, to interpretujemy v(s,t) jako kwote
jaka zyskamy w chwili s, jezeli zainwestujemy 1 PLN w chwili ¢.

Zauwazmy, ze w rzeczywistosci zwykle warto$¢ pieniadza w czasie rosnie, a wiec
v(s,t) > 1 dla s >t oraz v(s,t) < 1 dla s < t. Na przykltad, aby otrzymaé¢ 100 PLN
za 1 rok chetnie wptacimy dzisiaj kwote mniejszqg niz 100 PLN. Ale nikt nie chcialby
w tym celu zaptaci¢ wiecej niz 100 PLN i dlatego zwykle v(0,1) < 1. Podobnie, jesli
dzi$ wptacimy 100 PLN, to za rok chcielibySmy odebra¢ wiecej niz 100 PLN, i dlatego
zwykle v(1,0) > 1. Jednakze z matematycznego punktu widzenia dopuszczaé¢ bedziemy
sytuacje, gdy zachodzg nieréwnosci przeciwne.

Oczywiscie, jezeli w chwili ¢ chcemy zamiast 1 PLN otrzymaé kwote C, to jej wartosé
w chwili s wynosi C'v(s,t). Na przyktad, aby mie¢ kwote 20 za 10 lat, to obecnie
musimy mie¢ kwote 20v(0, 10), a za pie¢ lat wystarczy mie¢ kwote 20v(5, 10). Podobnie,
jezeli dzi$ zainwestujemy kwote 20, to za 10 lat bedziemy mie¢ kwote 20v(10,0), a jesli
natomiast inwestycja ta bedzie za 5 lat, to za 10 lat (od dzi$) bedziemy mieé¢ kwote
200(10,5).

Zauwazmy teraz, ze dla dowolnych chwil czasu s, t, u zachodzi zaleznos¢
v(s, t)u(t,u) = v(s,u).

Rzeczywiscie, 1 PLN w chwili u jest réwnowazny v(¢, u) w chwili ¢, a ta z kolei kwota jest
réwnowazna kwocie v(s,t)v(t,u) w chwili s. Zatem 1 PLN w chwili u jest rownowazny

kwocie v(s,t)v(t,u) w chwili s.
Definicja 1. Funkcjg dyskonta nazywamy dowolng funkcje
v :[0,00) x [0,00) — (0, 00),
ktora spetnia warunek
v(s,t)u(t,u) = v(s,u), dla dowolnych s,t, u.

7 powyzszej definicji tatwo uzyskujemy wtasnosci funkcji dyskonta. Mianowicie, kta-
dac s =t = u, otrzymamy v(s, s)v(s,s) = v(s, s), a wiec skoro v przyjmuje wartosci

dodatnie, to v(s, s) = 1 dla kazdego s. Ponadto mamy v(s,t)v(t,s) = v(s, s), a wiec

v(s,t) =v(t,s) "
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W dalszym ciggu bedziemy zawsze zaktadac¢, ze obydwie strony transakcji postuguja
sie w jego wycenie ta sama funkcja dyskonta, chociaz w rzeczywistosci nie zawsze musi

to byc prawda.
3. WYZNACZANIE FUNKCJI DYSKONTA

Rozwazymy teraz jak wyznaczy¢ funkcje dyskonta. Oznaczmy
v(t) = v(0,1).

Z definicji funkcji dyskonta wynika, ze v(s,t) = v(s,0)v(0,t), a wigc z wlasnosci v

otrzymujemy

v(t)
v(s)’

W wigkszosci przypadkéw bedziemy potrzebowaé¢ wartosci funkeji v(s, t) tylko dla cal-

v(s,t) = dla dowolnych s, ¢.

kowitych wartosci s i t. Na podstawie ostatniej rownosci, wystarcza¢ bedzie znajomos¢
wartosci v(n) dla n = 0,1,2,.... Aby wyznaczy¢ v(n) zauwazmy, ze wtasnosé defi-
niujaca funkcje v moze by¢ indukcyjnie rozszerzona na dowolng liczbe chwil czasu.

Mianowicie, dla dowolnych chwil czasu ¢y, %o, ..., t, mamy
v(ty, ta)v(te, ts) ... v(tn_1,tn) = v(t1,t,).
Zatem w szczegolnosci
v(n) =v(0,1)v(1,2)...v(n —1,n),

a wiec wystarczy znajomosé v(n,n — 1) dlan = 1,2,.... Majac dane te wartosci wy-

starczy zastosowaé wzor rekurencyjny
v(in) =v(n—1)v(n—1,n), v(0)=1.
Catkowitg informacje jaka potrzebujemy zawiera wektor
v = [v(0),v(1),...,v(N)],
gdzie N jest chwilg ostatniej niezerowej ptatnosci przeptywu.
4. STOPY PROCENTOWE I DYSKONTOWE

W praktyce, zamiast zadawaé¢ bezposrednio wartosci v(k — 1, k), zwykle wyznaczmy
je z odpowiednich stép procentowych i dyskontowych. Dla dowolnej funkeji dyskonta v

sg one zdefiniowane nastepujaco.

Definicja 2. Stopg procentowq dla przedziatu czasu od k do k + 1 nazywamy wielkos¢
ir=v(k+1,k)— 1.

Stopg dyskontowq dla tego przedziatu czasu nazywamy wielkosé

dp=1—v(k,k+1).
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Zauwazmy, ze inwestycja 1 PLN w chwili £ przyniesie w chwili £+ 1 doch6d w wyso-
kosci v(k + 1, k) = 1 + iy, i podobnie inwestycja 1 — dy w chwili k& przyniesie dochéd 1
w chwili £+ 1. Zatem dj, jest wielkoScia jaka nalezy odja¢ od 1 PLN ptatnego na koniec
okresu, aby uzyska¢ réwnowazna kwote na poczatku okresu.

Jezeli dana jest jedna z trzech wartosci v(k,k + 1), iy 1 dy, to pozostate dwie moga

by¢ tatwo wyznaczone. Na przyktad,

dy,
dy = igv(k,k+1) = —— i) =dpolk+1,k) = :

Przyklad 2. Aby uzyska¢ pewng intuicje dotyczaca rzeczywistych wartosci funkcji
dyskonta w zaleznosci od stopy procentowej wystarczy przeanalizowaé¢ wartosci poda-

ne w tabeli. W dalszym ciagu w przyktadach bedziemy czesto stosowac nierealistyczne

ik 0% | 1% | 5% |20% |25% | 50% | 100%
v(k,k+1)| 1 [0.9901|0.9524 | 5/6 | 4/5 | 2/3 | 1/2

wielkosci stop procentowych jak 20%, 50% czy nawet 100%, gdyz daja one proste war-

tosci funkcji dyskonta.

5. STALA STOPA PROCENTOWA

W elementarnych kursach matematyki finansowej rozwazany jest przypadek statej
stopy procentowej. Przypuscmy, ze wysokos¢ odsetek od inwestycji zalezy jedynie od

dhugosci czasu jej trwania, a nie zalezy od chwili jej rozpoczecia. Inaczej, zaktadamy, ze
v(s,s+h) =v(t,t +h), dla dowolnych nieujemych s, t, h.
Wtedy
v(s+1t)=v(0,s+1t) =v(0,s)v(s,s +t) =v(0,s)v(0,t) = v(s)v(t).

Zatem otrzymalidémy réwnanie funkcyjne dla funkeji v(t), ktérego rozwigzaniem jest

funkcja wykladnicza v(t) = v, a wiec
v(s,t) = v,

dla pewnej staltej v. Zauwazmy, ze v = v(k, k + 1) dla kazdego k =0, 1,2, .. ..

Dla takiej funkcji dyskonta, stopa procentowa i, jest stata i wynosi i = v=!

— 1, oraz
stopa dyskonta dj, jest stata i wynosi d = 1 — v. Zatem funkcja ta jest opisana jednym
parametrem, ktorym zwykle jest stata stopa procentowa i. Na przyktad, jezeli chcemy
obliczy¢ zysk z inwestycji 1 PLN na n lat, to wynosi on po prostu v(n,0) = (1 + i)™
Z drugiej strony, jezeli chcemy mie¢ 1 PLN za n lat, to wystarczy obecnie zainwestowaé

v(0,n) = v™.
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Przyklad 3. Jaka stope procentowa opisuje funkcja dyskonta v(t) = 277
Wtedy v(k) =27%dlak =0,1,2,..., a wiec
vk +1) 27k g

=ovlk k+1)= = = —
v U( R+ ) U(/{?) 29—k 2’
oraz 1
i1=—-—1=1=100%.
v

Zatem kapital po kazdym roku podwaja sie.

6. WARTOSC PRZEPEYWU PIENIADZA I ROWNOWAZNOSC AKTUARIALNA

Potaczymy teraz dwa kluczowe pojecia: wektora przeptywoéw i funkeji dyskonta. Za-
t6zmy, ze dany jest wektor przeptywéw ¢ = (co,c1,...,cy) oraz funkcja dyskonta v.
Chcemy wyznaczy¢ wysokosé pojedynczej ptatnosci w chwili 0 réwnowaznej catemu
wektorowi przeplywow, przy zatozeniu, ze warto$c pieniadza w czasie modelowana
jest funkcja v. Wielko$¢ ta jest nazywana wartoscig obecng przeptywu c. Przeplyw
¢ w chwili & ma obecna warto$é¢ civ(k) z definicji funkcji dyskonta. Gdy dodamy do

siebie poszczegdlne wartosci obecne kazdego z przeptywéw, to otrzymamy

N
Warto$¢ obecna przeplywu ¢ = Y ¢pv(k).
k=0

Przyktad 4. Zatézmy, ze v(k) = 27 dla wszystkich k. Taka funkcja dyskonta odpowia-
da stalej stopie procentowej 100% rocznie, a wiec co roku nasz kapital jest podwajany.
Ponadto zat6zmy, ze mamy otrzymac¢ 12 PLN w chwili 2, oraz zaptaci¢ 8 PLN w chwili 3.

Zgodnie z powyzszym wzorem obecna wartosé takiej transakcji wynosi 12v(2) —
8v(3) = 12 - i - 8- é = 2. Aby sprawdzi¢ ten wynik zauwazmy, ze 12 PLN otrzy-
mane w chwili 2 bedzie miato wartos¢ 24 w chwili 3. Uwzgledniajac ptatnos¢ 8 PLN,
w chwili 3 zostanie nam 16 PLN. Z drugiej strony, gdybysmy dostali 2 PLN w chwili
2, to po roku mamy 4 PLN, po dwéch latach — 8 PLN, a po trzech latach — 16 PLN,

a wiec w obydwu przypadkach mamy w chwili 3 tyle samo.

Zauwazmy, ze w powyzszym przykladzie wygodnie byto rozwazy¢ warto$¢ przeptywu
¢ w chwili ostatniej ptatnosci, zwana wartoscig zakumulowang. Ogdlnie, dla dowolnego

przeptywu ¢ mamy

N
Wartosé zakumulowana przeptywu ¢ = Z k(N k).
k=0

Reprezentuje ona stan majatku po otrzymaniu wszystkich przeptywéw z wektora c.
Jeszcze ogdlniej, mozna wyznaczy¢ warto$¢ w dowolnej chwili pomiedzy 0 1 N. Sku-

pimy si¢ na chwilach n = 0,1,..., N. Obliczamy wtedy obecna warto$¢ przysztych

przeptywéw w chwili n i dodajemy wartos¢ zakumulowang juz otrzymanych przepty-

woOw.
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Definicja 3. Dla dowolnej chwili n = 0,1,..., N, warto$cig w chwili n wektora prze-

plywow ¢ wzgledem funkcji dyskonta v nazywamy wielkosé
N
Val,(c;v) = > epv(n, k).
k=0

Wielkos¢ ta reprezentuje pojedyncza kwote jaka zaakceptowalibysmy w chwili n w za-
mian za wszystkie pozostale przeplywy. Wartosci tego samego przeptywu ¢ w roz-
nych chwilach czasu sa powigzane w bardzo prosta zalezno$é. Zauwazmy, ze v(m, k) =
v(m,n)v(n, k), a wiec

Val,,,(c;v) = v(m,n) Val,(c;v). (A)
Réwnosé te tatwo réwniez uzasadni¢ rozwazajac wartosci przeptywu ¢ w réznych chwi-

lach czasu.

Oznaczenie 1. Dla szczegdlnego przypadku wartosci przeptywu ¢ w chwili 0 bedziemy

uzywacé specjalnego symbolu. Niech
i(c;v) = Valg(c; v).

Litera a jest standardowym oznaczeniem aktuarialnym dla obecnej wartosci renty, czyli
ciagu okresowych ptatnosci. Gdy rozwazamy tylko jedna funkcje dyskonta v, to czesto

bedziemy opuszczaé v i pisaé po prostu Val,(c) lub d(c).

Zauwazmy, ze z definicji warto$ci przeptywu ¢ w chwili n, wynikaja tatwo wtasnosci
liniowosci
Vali(c + d) = Val(c) + Val(d), Vali(ac) = a Vali(c)

dla dowolnych wektoréw przeptywow c i d, liczby « i chwili k.
Czesto chcemy poréwnaé wartosci dwoch przeptywow c i d. Stuzy temu nastepujaca

definicja.

Definicja 4. Dwa wektory przeptywéw c i d sa rownowazne aktuarialnie wzgledem

funkcji dyskonta v, jezeli dla pewnej chwili n
Val,(c;v) = Val,(d;v).

Zauwazmy, ze z wtasnosci (A) wynika, ze jesli powyzsza réwnosé zachodzi w pewnej

chwili n, to musi zachodzi¢ w kazdej chwilin =0,1,..., N.

Przyklad 5. Adam pozycza Basi 20 PLN teraz i kolejne 10 PLN za rok. Basia obiecuje
odda¢ pozyczke w dwoch ratach w chwilach 2 i 3, przy czym platnos¢ w chwili 3 ma
by¢ dwa razy wieksza niz w chwili 2. Ile bedzie wynosi¢ kazda rata, jezeli Adam chce
uzyskaé¢ odsetki 25% rocznie?

Niech K bedzie nieznang ptatnoscia w chwili 2. Chcemy wyznaczy¢ K tak, zeby
wektory ¢ = (20,10,0,0) i d = (0,0, K, 2K) byly réwnowazne. Najpierw zauwazmy, ze
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i = 25% odpowiada v = 0.8. Wystarczy teraz na przykiad poréwnaé wartosci obecne
obydwu przeptywéw. Mamy d(c) = 20+ 10 - 0.8 = 28 oraz a(d) = K(0.8> +2-0.8%) =
1.664 K. Poréwnujac obydwie wielkosci otrzymamy K = 16.83, a wiec 2K = 33.66.

Oznaczenie 2. Wprowadzimy teraz wygodna konwencje oznaczen dla wektoréow prze-
pltywow. Chwila ostatniej ptatnosci przeptywu to N, a wiec wektory przeptywéw sa
(N + 1)-wymiarowe, z wyrazami indeksowanymi od 0 do N. Jednakze, bedziemy cza-
sami pisa¢ wektor o mniejszej ilosci sktadowych, rozumiejac, ze pozostate platnosci
wynosza 0. Na przyktad, jezeli N = 8, to (1, 3,2) oznacza wektor (1,3,2,0,0,0,0,0).

Dla dwbch wektoréw przepltywéw c i d przez (c,d) oznaczamy wektor sktadajacy sie
z elementéw wektora c, a nastepnie elementow wektora d. Na przyktad, jezeli ¢ = (2, 2)
orazd = (3,7,4,1), to (c,d) = (2,2,3,7,4,1,0,...,0).

Dla dowolnej liczby r i liczby catkowitej k piszemy (rj) na oznaczenie wektora skta-
dajacego sie z k powtorzen liczby r. Na przyktad (1s3,25) = (1,1,1,2,2,2,2,2,0,...,0).

Wreszcie, przez e oznaczamy wektor, ktérego i-ta sktadows jest 1, a pozostale skta-

dowe sg rowne 0.

7. BILANS I REZERWA PRZEPLYWU

Zatozmy, ze bierzemy udzial w transakcji finansowej reprezentowanej przez wektor
przeptywow c. W kazdej przysztej chwili k£ mozemy obliczy¢ dwie podstawowe wielkosci.
Po pierwsze, chcielibysmy zna¢ catkowita wartosé zakumulowang wszystkich poprzed-
nich ptatnosci. Po drugie, chcemy wiedzie¢ jaka kwote pieniedzy bedziemy potrzebowaé

w chwili k, aby pozby¢ sie przysztych zobowigzan z tytulu transakcji.

Przyktad 6. Niech ¢ = (3,6,1,2,—20) oraz v(0,1) = 0.6, v(1,2) = 0.5, v(2,3) = 0.4
i v(3,4) = 0.5. Obliczymy ile mamy, oraz ile wynosza nasze przyszte zobowiazania
w chwili 2, zaraz przed ptatnoscia 1 PLN.

Nasz majatek w chwili 2 sktada si¢ z 3 PLN, ktére procentowaty od chwili 0 do
chwili 2 oraz 6 PLN uzyskane w chwili 1, ktore procentuja od chwili 1 do chwili 2.

Zatem w chwili 2 mamy

3 6
30(2,0) + 60(2,1) = 30(2, 1)u(1,0) + 60(2,1) = 5"+ = =

Z drugiej strony mamy do zaptacenia kwote 20 PLN w chwili 4 i w tym celu musimy

22.

mie¢ w chwili 2 kwote 200(2,4) = 20v(2,3)v(3,4) = 4. Kwote ta nalezy pomniejszy¢
o 1 PLN dostepne w chwili 2 oraz o 2 PLN dostepne w chwili 3 warte 2v(2,3) = 0.8.
Zatem kwota jakiej potrzebujemy w chwili 2 na pokrycie przysztych zobowiazan to 2.2
PLN.

Mozemy tatwo zweryfikowaé ten wynik. Zaltézmy, ze mamy 2.2 PLN tuz przed chwi-

la 2. W tej chwili dostajemy 1 PLN, a wigc mamy 3.2, ktére po roku zakumuluje do
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kwoty 3.2v(3,2) = 3.2/0.4 = 8 PLN. W chwili 3 dostaniemy 2 PLN, a wiec mamy razem
10 PLN, ktére do chwili 4 zakumuluje do 10v(4,3) = 10/0.5 = 20 PLN.

Oznaczenie 3. Dla dowolnego danego wektora przeptywéw c i chwili k oznaczamy
xC = (co,C1,...,Cr_1,0,...,0), Fe = (0,...,0, ¢k, Chg1s- -, CN),

a wiec
C =iC+ ke.
Na przyklad, jezeli ¢ = (3,6, 1,2, —20), to yc = (3,6,0,0,0) oraz *c = (0,0, 1,2, —20).
Glowny pomyst polega na tym, ze jc reprezentuje przeszte przeptywy do chwili &,
a *c — przyszte przeplywy po chwili k. Zauwazmy, ze zgodnie z nasza konwencjg prze-
plyw ¢ jest w chwili £ uwazany za przysztosé¢. Zauwazmy réwniez, ze oc jest wektorem

zerowym, podczas gdy “c = c.

Definicja 5. Dla k£ = 0,1,..., N, bilansem przeptywu ¢ w chwili £ wzgledem funkcji

dyskonta v nazywamy wielkos¢
By (c;v) = Valg(xc; v) ZCJ (k, 7).

Bilans w chwili £ jest to zakumulowana wartos¢ w chwili £ wszystkich poprzednich
przeptywéw, i odpowiada na pytanie ile mamy w chwili k. Zauwazmy ponownie, ze

bilans jest obliczony tuz przed dokonaniem ptatnosci ¢, ktora nie jest wtaczona do Bj.

Definicja 6. Dla &k = 0,1,..., N, rezerwg przeptywu ¢ w chwili k£ wzgledem funkcji

dyskonta v nazywamy wielkos¢
KV (c;v) = — Valy(Fe; v) Zc] (k,j).

Rezerwa w chwili k£ jest rowna minus wartosci w chW1h k przysztych ptatnosci, i jest
réwna kwocie jaka musimy posiada¢ w chwili k& (zarezerwowaé) aby wypelni¢ nasze
przyszte zobowiazania z tytutu kontraktu. Wazne jest, aby pamieta¢ o znaku minus,
ktory podkresla fakt, ze rezerwa to kwota jaka musimy zaptaci¢, aby zakonczy¢ kontrakt
w danej chwili. Oczywiscie rezerwa moze by¢ ujemna, co oznacza, ze aby zakonczy¢
kontrakt powinnismy otrzymac¢ kwote rowng wartosci bezwglednej rezerwy.

Aby wyznaczy¢ zaleznos¢ pomiedzy bilansem i rezerwg w chwili k£ przypomnijmy, ze

c = ¢+ Fc, a wiec z liniowosci Val, wynika, ze
Valy(c) = Bi(c) — £V (c),

co oznacza, ze wartos¢ kontraktu w kazdej chwili jest r6znicg pomiedzy kwota zgroma-
dzona do tej pory a kwota zarezerwowana na pokrycie przysztych zobowiazan. W kon-
sekwencji

dla przeptywu c o wartosci zero, By(c) =,V (c),
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gdzie przeplyw o wartosci zero oznacza wektor c taki, ze Vali(c) = 0 dla pewnego
(a wiec dla kazdego) k. Z takimi wektorami bedziemy miec czesto do czynienia. Na

przyktad, jezeli c i d sg réwnowazne aktuarialnie, to dla kazdej chwili &
Valy(c — d) = Valg(c) — Vali(d) = 0,

a wiec ¢ — d jest wektorem o wartosci 0.

8. WZORY REKURENCYJNE NA BILANSE I REZERWY

Jezeli f jest funkcja okreslona na zbiorze 0,1,2,..., czesto jest uzyteczne wyprowa-
dzenie wzoru rekurencyjnego, ktéry wyraza f(k+1) przez f(k). Gdy dana jest ponadto
warto$¢ poczatkowa f(0), mozemy korzystajac z tego wzoru wyznaczaé kolejne wartosci
F(k).

W matematyce ubezpieczen na zycie znanych jest bardzo duzo wzoréow rekurencyj-
nych, a wigkszos¢ z nich jest konsekwencja wzorow rekurencyjnych na bilanse i rezerwy,
ktore teraz wyprowadzimy.

Najpierw wyrazimy Byy1 przez By. Dla dowolnego wektora przeptywow c i chwili &k
mamy z definicji

k+1C = kC + cret.
Warto$¢ w chwili k pierwszego sktadnika po prawej stronie wynosi By (c), a drugiego po
prostu ¢,. Korzystajac z liniowosci Valy, i mnozac przez v(k + 1, k) aby uzyskaé wartosé

w chwili k£ + 1 otrzymujemy rekurencje
By (€) = (By(c) + ) vk + 1, k),

z warunkiem poczatkowym By(c) = 0.
W przypadku rezerw zauwazamy najpierw, ze dla dowolnego wektora ¢ i dowolnej

chwili £ mamy

k

ke — ke _ e,

a wiec
1V (c) = (xV(c) + ) v(k + 1, k),
z wartoscia poczatkowa oV (c) = —di(c).
9. PODZIAL 1 PRZESUNIECIE W CZASIE

Podamy teraz dwie tozsamosci uzyteczne w dalszym ciagu.

Korzystajac ponownie ze wzoru
Cc = iC+ ke
oraz Valy(*c) = v(k) Vali(*c) otrzymujemy tozsamosé

i(c) = a(xe) + v(k) Vali(*c),
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zwang tozsamoscig podziatu. Nazwa ta odzwierciedla fakt, ze dzieki tej tozsamosci obli-
czanie wartosci obecnej mozna podzieli¢ na dwie czedci rozwazajac najpierw przeptywy
do chwili k£, a nastepnie przeptywy po chwili k. Pokazemy teraz, ze drugi sktadnik po
rawej stronie mozna réwniez zapisa¢ przy uzyciu symbolu a.

Zatézmy, ze jestesmy w chwili k£ i1 chcemy rozwazy¢ te chwile jako nowa chwile 0. Dla

danego wektora przeptywéw c definiujemy wektor przeptywéw c o k wzorem

(C e} k)n - Cn_;’_k.

Na przyktad, jezeli c = (2,2,3,4,5), to co2 = (3,4,5). Innymi stowy, c o k po prostu
zawiera te same przeplywy co c ale od chwili k, lub inaczej c ok jest to Fc z usunietymi
poczatkowymi zerami. Notacja ta nie bylta potrzebna w przypadku statych ptatnosci,
gdyz jezeli ¢ = (1,,), to co k = (1,_x).

Podobnie, jezeli dana jest funkcja dyskonta v, to definiujemy nowa funkcje dyskonta

v o k wzorem
vok(n,m)=uv(n+km+k),
a wiec
vok(n)=v(k,k+n).

Zauwazmy, ze jezeli stopa procentowa jest stala, czyli v(n,m) = v™™", to
vok =w,

co ttumaczy dlaczego pojecie przesuniecia w czasie nie wystepuje w klasycznej mate-
matyce finansowe;j.

Mamy teraz

Valg(Fc) = Z];civ(k, i) = g(c ok)ik(vok)(i—k)

=

_0 (cok)j(vok)(j) =d(cok;vok).

<.
I

Réwnosé ta jest intuicyjnie jasna, gdyz startujemy w chwili k&, i chcemy wycenié¢ przyszte

ptatnosci. Mozemy teraz zapisa¢ tozsamos$¢ podziatu w postaci
i(c;v) = d(ke;v) +v(k)i(co k;vok). (B)
Roéwnosé ta upraszceza sie nieco przy zalozeniu statej stopy procentowej
i(c) = i(ye) + vha(c o k).

Przyktad 7. Zalézmy, ze d(c) = 19.6 oraz d(;oc) = 10. Ponadto przypusémy, ze
v(9,10) wzrasta z 0.8 do 0.81, podczas gdy wszystkie inne wartosci v(k, k+ 1) pozostaja

niezmienione. Jaka jest nowa wartos¢ d(c)?
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Ze wzoru (B) z k = 10 otrzymujemy
0(0,9) - 0.8 - éi(c 0 10; v 0 10) = 9.6,
a wiec
(0,9) - 0.81 - d(c 0 10;v 0 10) = 9.72

czyli nowa wartoscia obecna przeptywu c jest 19.72.

10. STANDARDOWE OZNACZENIA

W standardowych kursach matematyki finansowej uzywa si¢ zwykle statej stopy pro-
centowej oraz przeplywéw pienigdza o regularnej zmiennosci (stale, malejace lub ro-
sngce). Poréwnamy teraz standardowe oznaczenia z naszymi oznaczeniami. Pierwszy
przyktad to terminowa renta pewna z dotu w wysokosci 1 rocznie. Jej obecna wartosc¢
jest oznaczana przez

am = @(0, 1,,).
Dla renty z gory mamy
am = a(ly,).

Ponadto, na oznaczenie rent rosnacych i malejacych z dotu i z goéry uzywa sie symboli

[am:d(0,1,2,...,n,0,...,0),

Iaj—a( ,n,0,...,0),
a(()nn 2,1,0 0),
Daj—a(n,n—l 2,1,0,...,0).

Dla oznaczenia wartosci zakumulowanej uzywa sie litery s. Na przyktad
sm = Val,(0,1,) = v(n,0)am,
Sm = Val,(1,,) = v(n, 0)dm.



