
MODELE MATEMATYCZNE W UBEZPIECZENIACH

POMOCNICZE WZORY
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s|tqx = s+tqx − sqx = spx − s+tpx;

tp[x]+s = s+tpx

spx
,

tq[x]+s = s|tqx

spx

s+tpx = spx tp[x]+s

s|tqx = spx tq[x]+s,

kpx = px
k−1∏
i=1

p[x]+i.

e̊x =
∫ ∞
0

tpxdt.

µ[x]+t =
fx(t)

1− Fx(t)
= − 1

tpx

d(tpx)
dt

P(Kx = k) = k|1qx

ex =
∞∑
k=1

kpx.

• Rozkład de Moivre’a

µt =
1

ω − t
, 0 ¬ t ¬ ω.

• Rozkład Gompertza

µt = Bct, t > 0, gdzie B > 0 i c > 1.

• Rozkład Makehama

µt = A+Bct, t > 0, gdzie B > 0 i c > 1 oraz A ­ −B.

• Rozkład Weibulla

µt = ktn, t ­ 0, gdzie k > 0, n > 0.

HJP

tpx = x+tp0

xp0

tp[x]+u = tpx+u (*)
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µ[x]+t = µx+t. (**)

tpx = exp
(
−
∫ x+t

x
µudu

)
HA

kpx = x+kp0

xp0

p[x]+k = px+k

kpx = pxpx+1 . . . px+k−1.

HU

n+upx = (1− u)npx + u · n+1px, 0 ¬ u < 1, n = 0, 1, 2, . . . .

upx = 1− uqx, uqx = uqx.

Ubezpieczenia płatne w chwili śmierci.

Āx =
∫ ∞
0

vttpxµx+tdt.

Ā1x:n =
∫ ∞
0

vttpxµx+tdt.

Ā 1
x:n = vnnpx.

Āx:n = Ā1x:n + Ā 1
x:n .

m|Āx = mpxv
mĀx+m.

Ubezpieczenia płatne na koniec roku śmierci.

Ax =
∞∑
k=0

vk+1kpxqx+k.

A1x:n =
n−1∑
k=0

vk+1kpxqx+k.

A 1
x:n = vnnpx.

Ax:n = A1x:n + A 1
x:n ,

m|Ax = mpxv
mAx+m.

Āx =
i

δ
Ax.

Ā1x:n =
i

δ
A1x:n .
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A(m)x =
i

i(m)
Ax.

Renty życiowe.

äx =
∞∑
k=0

äk+1 kpxqx+k =
∞∑
k=0

vkkpx =
1− Ax
d

.

äx:n =
n−1∑
k=0

äk+1 kpxqx+k =
n−1∑
k=0

vkkpx =
1− Ax:n

d
.

m|äx = äx − äx:m =
∞∑
k=m

vkkpx = mpxv
mäx+m.

ä(m)x = α(m)äx − β(m),

gdzie

α(m) =
di

d(m)i(m)
≈ 1, β(m) =

i− i(m)

d(m)i(m)
≈ m− 1

2m

ä
(m)
x:n = α(m)äx:n − β(m)(1− vnnpx).

Składki.

Px =
Ax
äx
.

P 1x:n =
A1x:n
äx:n

.

P 1
x:n =

A 1
x:n

äx:n
.

Px:n = P 1x:n + P 1
x:n .

P (m)x =
Ax

ä
(m)
x

.

P 1
x:n
(m) =

A 1
x:n

ä
(m)
x:n

.

P 1x:n
(m) =

A1x:n

ä
(m)
x:n

.

P
(m)
x:n =

Ax:n

ä
(m)
x:n

.
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hPx =
Ax
äx:h

.

hP
1
x:n =

A1x:n
äx:h

;

hP
1

x:n =
A 1
x:n

äx:h
;

hPx:n =
Ax:n
äx:h

.

Funkcje komutacyjne.

Dx = vxlx,

Cx = vx+1dx

Mx =
∞∑
k=0

Cx+k

Nx =
∞∑
k=0

Dx+k

Ax =
Mx

Dx

A1x:n =
Mx −Mx+n

Dx

A 1
x:n =

Dx+k

Dx

Ax:n =
Mx −Mx+n +Dx+k

Dx

äx =
Nx

Dx

,

äx:n =
Nx −Nx+n

Dx

,

n|äx =
Nx+n

Dx

Px =
Mx

Nx

,

P 1x:n =
Mx −Mx+n

Nx −Nx+n
,

P 1
x:n =

Dx+n

Nx −Nx+n
,

Px:n =
Mx −Mx+n +Dx+n

Nx −Nx+n
.
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Składki brutto.

OWA składki brutto = OWA przyszłego świadczenia + OWA kosztów

P brx:n =
Ax:n + α + γäx:n

(1− β)äx:n
=

1 + α

1− β
Px:n +

αd+ γ

1− β

mP
br
x:n =

1 + α

1− βm
Px:n +

αd+ γ

1− β
· äx:n
äx:m

.

Rozkład dwupunktowy.

P(N = 1) = p, P(N = 0) = q = 1− p,

EN = p, VarN = pq.

Rozkład dwumianowy.

P (N = k) =
(
n

k

)
pkqn−k, k = 0, 1, 2, . . . , n,

EN = np, VarN = npq.

Rozkład Poissona.

P(N = k) = e−λ
λk

k!
, k = 0, 1, 2, . . . ,

EN = λ, VarN = λ.

Rozkład ujemnie dwumianowy.

P(N = k) =
(
n+ k − 1

k

)
pnqk, k = 0, 1, 2, . . . .

EN =
nq

p
, VarN =

nq

p2
,

Rozkład geometryczny.

P (N = k) = pqk, k = 0, 1, 2, . . . ,

EN =
q

p
, VarN =

q

p2
.

Rozkład logarytmiczny.

P(N = k) = − pk

k log q
, k = 1, 2, . . . ,

EN = − p

q log q
, VarN =

p

q(log q)2
(− log q − p)

Model akumulacyjny.

q∗kn = P(Sk = n) =
n−1∑
i=1

q
∗(k−1)
i qn−i.

P(N = n) =
n∑
k=0

pkq
∗k
n .
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Jednorodny proces Poissona.

(a) N0 = 0;

(b) dla 0 ¬ s < t zmienne losowe Ns oraz Nt −Ns są niezależne;

(c) dla 0 ¬ s < t

P {Nt −Ns = k} = e−λ(t−s)
(λ(t− s))k

k!
k = 0, 1, 2, . . . .

P {Nt = k} = e−λt
(λt)k

k!
k = 0, 1, 2, . . . .

ENt = λt = VarNt.

P(Tk > t) = e−λt, t > 0.

Niejednorodny proces Poissona. Dla 0 ¬ s < t

P {Nt −Ns = k} = e−[m(t)−m(s)]
[m(t)−m(s)]k

k!
k = 0, 1, 2, . . . ,

P {Nt = k} = e−m(t)
[m(t)]k

k!
k = 0, 1, 2, . . . ,

Mieszany proces Poissona.

P {Ns+t −Ns = n} =
∫ ∞
0

e−λt
(λh)n

n!
dG(λ).

Jeżeli P(L = λi) = gi, i = 1, 2, . . . , to

P {Ns+t −Ns = n} =
∞∑
i=0

e−λit
(λih)n

n!
gi.

Jeżeli L ma gęstość g, to

P {Ns+t −Ns = n} =
∫ ∞
0

e−λt
(λh)n

n!
g(λ)dλ.

P {L ¬ x | Nt = n} =
∫ x
0 e−λt(λh)ndG(λ)∫∞
0 e−λt(λh)ndG(λ)

.

Rozkład wykładniczy.

fX(x) =

λe−λx, dla x > 0,

0, dla x ¬ 0.

FX(x) = P(X ¬ x) =

1− e−λx, dla x > 0,

0, dla x ¬ 0.

EX =
1
λ
, VarX =

1
λ2
, MX(t) =

λ

λ− t
.
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Funkcja gamma.

Γ(α) =
∫ ∞
0

xα−1e−xdx, α > 0.

Γ(n+ 1) = n! = 1 · 2 · . . . · n, n = 0, 1, 2, . . .

∫ ∞
0

xα−1e−βxdx =
Γ(α)
βα

.

Rozkład gamma Γ(α, β).

fX(x) =
βα

Γ(α)
xα−1e−βx, x > 0.

EX =
α

β
, Var =

α

β2
, MX(t) =

(
β

β − t

)α
Rozkład Pareto.

fX(x) =
α

(1 + x)α+1
, x ­ 0.

FX(x) = 1− 1
(1 + x)α

, x ­ 0.

EX =
1

α− 1
, jeśli α > 1,

EX2 =
2

(α− 1)(α− 2)
, jeśli α > 2.

Rozkład normalny.

fX(x) =
1

σ
√

2π
exp

(
−(x− µ)2

2σ2

)
, x ∈ R.

EX = µ, VarX = σ2, MX(t) = etµ+
σ2t2

2

Centralne twierdzenie graniczne.

P
(
a ¬ Sn − nµ

σ
√
n
¬ b

)
∼ Φ(b)− Φ(a).

Sploty rozkładów.

FX+Y (x) =
∫ x

0
FY (x− s)fX(s)ds

fX+Y (x) =
∫ x

0
fX(x− s)fY (s)ds

pX+Y (n) = P(X + Y = n) =
n∑
k=0

P(X = k)P(Y = n− k)

FX ∗ FY ∗ FZ = (FX ∗ FY ) ∗ FZ



MODELE MATEMATYCZNE W UBEZPIECZENIACH 9

Funkcje tworzące momenty.

Dla zmiennej losowej dyskretnej

MX(t) =
∑
k

etxkP(X = xk).

Dla zmiennej losowej ciągłej

MX(t) =
∫ ∞
−∞

etxfX(x) dx.

• MX(0) = 1

• MY (t) = ebtMX(at),

• Jeżeli EXn <∞, to EXn = M
(n)
X (0).

• Jeżeli X i Y są niezależne, to MX+Y (t) = MX(t)MY (t).

Funkcje tworzące prawdopodobieństwa.

GX(z) = EsX =
∞∑
k=0

pkz
k, |z| < 1.

• GX(1) = 1 oraz GX(0) = P(X = 0);

• P(X = k) = 1
k!G
(k)
X (0)

• G(n)X (1) = E
[
X(X − 1) . . . (X − k + 1)

]
• EX = G′X(1) oraz EX2 = G′′X(1) +G′X(1)

• Jeżeli X i Y są niezależne, to GX+Y (z) = GX(z)GY (z).

Model łącznego ryzyka.

Zt = X1 +X2 + . . .+XNt .

MZt(u) = GNt (MX(u)) ,

E(Zt) = µ1ENt

Var(Zt) = E(Nt) Var(X1) + µ21Var(Nt).


