ROZDZIAY. 6

Sktadki i rezerwy netto

1. Skladki netto

Umowe pomiedzy ubezpieczycielem a ubezpieczonym dotyczaca ubezpieczenia na
zycie nazywa sie polisg ubezpieczeniowq. Polisa taka zawiera szczegdtowe warunki
ubezpieczenia takie jak: suma ubezpieczenia, okres waznosci ubezpieczenia, chwila wy-
ptaty i ilos¢ rat wyptaty. Z drugiej strony musi ona zawiera¢ warunki ptatnosci sktadki

w danym ubezpieczeniu. Mozliwe sa trzy sposoby optacenia sktadki:

1. pojedyncza sktadka, ptacona jednorazowo;
2. okresowa sktadka ptacona w ratach statej wielkosci;

3. okresowa sktadka ptacona w ratach zmiennej wielkosci.

Dla skladek okresowych nalezy wyszczegdlnié czestosé ptacenia (np. rocznie, mie-
siecznie itp.) oraz ich wysokosé. Z reguly sktadki sa pobierane z gory, czyli na poczatku
kazdego okresu. Przy pobieraniu sktadek z géry, ubezpieczony bedzie obawial si¢ utraty
ewentualnego Swiadczenia, w razie zaprzestania ptacenia sktadek. Gdyby sktadki byty
pobierane z dotu, to mogtoby sie zdarzy¢ tak, ze termin ptatnosci kolejnej raty sktadki
wypadiby po wyptacie Swiadczenia.

Jednorazowe sktadki netto w réznych typach ubezpieczen na zycie oméwiliSmy juz
poprzednio. Teraz zajmiemy sie wyznaczeniem wysokosci okresowych sktadek netto. W
tym celu dla danej polisy okreslamy wielko$¢ catkowitg strate L jako réznice pomie-
dzy obecng wartoscia $wiadczenia gwarantowanego przez te polise, a obecng wartoscig
przysztych sktadek wptaconych przez ubezpieczonego. Oczywiscie L jest zmienng lo-
sowg, ktora moze przyjmowaé wartosci zaréwno dodatnie jak i ujemne. Zauwazmy, ze
dodatnie wartosci zmiennej L oznaczaja, ze ubezpieczyciel wyptaci wiecej niz zebrat w
postaci sktadek, a wiec faktycznie poniesie strate. Natomiast ujemne wartosci L ozna-
czaja, ze ubezpieczyciel na danej polisie zyska.

Sktadke w danej polisie nazywamy skladka netto, jezeli spetnia ona warunek

rownowaznosci

tzn. warto$¢ oczekiwana catkowitej straty wynosi 0.
Zauwazmy, ze jednorazowe sktadki netto wyprowadzone poprzednio spetniajg wa-
runek réwnowaznosci, gdyz dla danego typu ubezpieczenia JSN wynosi A = E(Z),
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gdzie Z jest obecng wartoscig przysztego $wiadczenia. Zatem L = Z — A, a wiec
E(L)=E(Z-A)=EZ)—A=0.

W dalszym ciagu wyznaczymy wysokos¢ sktadek okresowych o statej wysokosci w
poszczegblnych typach ubezpieczen ptatnych na koniec roku $mierci. Wysokosé poje-
dynczej sktadki (tzn. jednej raty sktadki) bedziemy oznaczaé litera P z odpowiednimi
indeksami. Na przyktad jednorazowa sktadke netto w ubezpieczeniu terminowym z-
latka na n lat oznaczyliSmy symbolem Al_. a wiec wysoko$¢ kazdej raty okresowej
sktadki oznaczymy symbolem P} .. Rozwazmy najpierw przyklad ilustrujacy ogdlna

metode wyznaczania sktadek.

PrzYKELAD 15. Rozwazmy ubezpieczenie terminowe dla 40-latka na 10 lat na su-
me C', platna jednorazowo na koniec roku $mierci ubezpieczonego. Ubezpieczony ma
optacac¢ sktadke w wysokosci II corocznie z gory, dopoki zyje, ale nie dtuzej niz 10 lat.

Niech K oznacza obcigty przyszlty czas zycia 40-latka. Obecna warto$é¢ Swiadczenia

w ubezpieczeniu terminowym na 10 lat na sume C' wynosi
CvE+L Gezeli K =0,1,...,9
0, jezeli K > 10.

7 = Co*™M1(K < 10) =

Z drugiej strony obecna warto$é¢ sktadek ktore wptlaci ubezpieczony wynosi

Mg, jezeli K =0,1,....,9,
Wi,  jezeli K > 10.

Zatem strata ubezpieczyciela wynosi

Cof ™ — Magey, jezeli K =0,1,...,9,

—II agg), jezeli K > 10.
Skoro ma zachodzi¢ E(L) = 0, to musi zachodzi¢
¢ A410:W — Hayp15 =0,

a wiec
1
IH=C A40:ﬂ

(40:70]
Zalézmy teraz na przyklad, ze i = 4% oraz przyszty czas zycia jest zadany rozktadem

de Moivre’a z wiekiem granicznym w = 100. Wtedy K ma rozktad jednostajny na
zbiorze {40,41,...,99}, a wiec

1

P(K=Fk)=—

(K=k) =,

Korzystajac z odpowiednich wzoréw otrzymujemy

dla k = 40,41, .. .,99.

9

1

A = 2V P(K = k) = oo (0 0P+ 4 0'0) =0.1352,
k=0
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oraz
Aoe = v"P(K > 10) = va = 0.5630.
Zatem
Ago1o1 = Agoqo + Ao = 0.6982
oraz
{iyo0.70) = 1_’2‘“@ = 7.8476.

Ostatecznie wysokos¢ okresowej sktadki wynosi

II=0.0172C.
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Zauwazmy, ze podobnie jak dla jednorazowych sktadek netto, wysokos¢ sktadki jest

proporcjonalna do sumy ubezpieczenia, a wiec wystarczy wyznaczaé¢ wysokos¢ sktadek

dla ubezpieczen na sume 1.

1.1. Ubezpieczenie na cale zycie. Rozwazmy najpierw ubezpieczenie x-latka na

cale zycie na sume 1, ptatng na koniec roku $mierci. Ubezpieczenie to ma by¢ optacone

okresowsa sktadka ptatna co roku z gory w wysokosci P,. W dalszym ciagu piszemy K

zamiast K. Strata ubezpieczyciela wynosi
L =v"*"" — Pz

7 warunku réwnowaznosci dostajemy rownosé

Ay
Qg
Przypomnijmy, ze
B 1— UK+1
AxF1 = d ,
a wiec
P P
L= (1+m> TR
d d
Zatem

P 2
Var(L) = (1 + d$> Var(v*™),

co oznacza, ze w przypadku pobierania sktadki rocznej ubezpieczyciel ponosi wigksze

ryzyko niz w przypadku pobierania sktadki jednorazowo.
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1.2. Ubezpieczenie terminowe. Wysokos¢ rocznej sktadki netto w ubezpiecze-

niu z-latka, terminowym na n lat, ptatnym na koniec roku $mierci, oznaczamy przez
P! . Strata ubezpieczyciela wynosi

. o — Pl g, jezeli K = 0,1,

co,n =1,

1 .o
_Px:m Ay,

Zatem

jezeli K > n.

1.3. Ubezpieczenie na dozycie. Oznaczmy przez P, wysoko$¢ rocznej sktadki

netto w ubezpieczeniu z-latka na dozycie na n lat na sume 1. Strata ubezpieczyciela w
takim ubezpieczeniu wynosi

I —Px:%dm, jezeli K =0,1,...,n—1,
" sz% (m, jezeli K > n.
Zatem
1
P % _ Ax:m

dz:m
1.4. Ubezpieczenie na zycie i dozycie. Oznaczmy przez P, wysokos¢ rocznej

sktadki netto w ubezpieczeniu x-latka na zycie i dozycie na n lat na sume 1. Podobnie
jak wyzej pokazujemy, ze

P o Am:m
Tl — ..

Qg .
Dla jednorazowej sktadki w takim ubezpieczeniu mamy

1 1
Ax:m = Ax:m + Am:ﬁb
a wiec
P, = P! P L
zml — 4 ;] + zml

1.5. Funkcje komutacyjne. Ze wzoréw na jednorazowe sktadki netto oraz war-

tosci aktuarialne rent zyciowych w terminach funkcji komutacyjnych dostajemy naste-
pujace wzory na okresowe sktadki netto

P
Pin= N
Fam = Nxszm’

P, = My — Myin+ Dyyn
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1.6. Skltadki platne czesciej niz raz do roku. Rozwazmy teraz przypadek,
gdy sktadki nie sg ptacone co roku, ale czedciej, tzn. m razy w ciggu roku. Wtedy do
odpowiedniego symbolu sktadki dodajemy gérny indeks (m). Wzory na sktadki
pim. Pﬁ%), pL_tm_ p 1m

xT

otrzymujemy ze wzoréw na sktadki P, Ppm, Pl 1 P, przez zastapienie d, przez alm

(m)

oraz (g.m Przez a,m. Na przyklad roczna skladka w ubezpieczeniu na dozycie na n lat

przy platnosci m razy w roku wynosi

1

Zatem na poczatku kazdego okresu ubezpieczony musi wptaci¢ sume % sz%(m)

Zauwazmy, ze na przyktad dg?,%) < Gy, & Wiee Ppm < PX%). Zatem ubezpieczonemu
bardziej optaca si¢ optacac¢ sktadke raz do roku niz czesciej. Przy optatach m-krotnych,

ubezpieczony bedzie musiat zaptaci¢ wiecej w ciggu kazdego roku.

1.7. Sktadki w ubezpieczeniach ptatnych w chwili Smierci. Rozwazmy na-
stepujaca polis¢ ubezpieczeniows: x-latek ubezpiecza si¢ na cate zycie na sume 1 ptatna
w chwili $mierci. Sktadka optacana jest renta dozywotnig coroczna z gory w wysokosci

P(A,). Oznaczmy dla uproszczenia T'= T, i K = K,. Strata ubezpieczyciela wynosi

L=v" - P(A,) iz,

a wiec
A,

Ay

P(A,) =
Podobnie, jezeli sktadka optacana jest w postaci m rat, to roczna sktadka wynosi

A,

PM(A,) =

—~

a

8

Oczywidcie wysokos¢ kazdej raty wynosi - P(™(A,).
Analogicznie mozna pokazaé, ze

A:}::m .

dx:m 7

T A

UWAGA. P(A,) oznacza wysoko$é rocznej sktadki w ubezpieczeniu na cale zycie
ptatnym w chwili Smierci, przy czym skltadki sg ptacone w sposéb ciggly. Podobne

znaczenie ma P w symbolach P(ALl_) i P(A.m).
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1.8. Sktadki ptatne przez okres kroétszy niz okres ubezpieczenia. Rozwaz-
my na koniec nastepujaca polis¢: x-latek ubezpiecza si¢ na cate zycie na sume 1, ptatng
na koniec roku $mierci. Sktadka optacana jest okresowo co roku z gory, ale przez co
najwyzej h lat. Wysokos¢ takiej sktadki oznaczymy przez j P,.

Zauwazmy, ze strata ubezpieczyciela wynosi

I i+ — wPpagy, Jezeli K=0,1,...,h—1,
oE T — P, jezeli K > h.
Zatem z zasady réwnowaznosci
A
a:ﬂlm
Analogicznie wyprowadzamy nastepujace wzory, prawdziwe dla h = 1,2,...,n
Al
hpizm = ﬂ’
Gyl
A .1
WPom = =50
Ayl
A,
hPm:m = xm
aw:m

2. Rezerwy skladek netto

Rozwazmy pewna polise ubezpieczeniowa na zycie, ktéra bedzie optacana okresowsg
sktadka. W chwili wystawienia polisy oczekiwana wartos¢ obecna przysztych swiadczen
z tej polisy jest réwna obecnej wartosci oczekiwanej przysztych sktadek. Dzigki temu
oczekiwana strata ubezpieczyciela L jest réwna 0.

Réwnosé taka w ogdlnosci nie musi zachodzi¢ w trakcie obowigzywania polisy. Naj-
lepszym przyktadem tego zjawiska jest umowa ubezpieczenia na cate zycie optacona
jednorazowg sktadka netto. Caly strumien sktadki przypada wiec na chwile 0, a cato$é
wyplaty ogranicza sie do jednej kwoty, ale ptatnej na koniec trwania umowy. Zatem
po chwili 0 OWA przysztych sktadek réwna sie 0, a OWA przysztych Swiadczen jest
dodatnia.

Dla pewnej polisy na zycie dla x-latka, okreslmy zmienng losows ;L jako réznice w
chwili ¢ pomiedzy wartoscig obecna przysztych wyptat a wartoscia obecna przysztych
sktadek. Oczywiscie zaktadamy, ze rozwazany z-latek w chwili ¢ jeszcze zyje, a wiec
przyszty czas zycia z-latka T, jest wiekszy niz t. W przeciwnym razie, po chwili ¢ nie
nastapia juz ani zadne wyptaty, ani nie wptyna juz zadne sktadki, czyli ;L = 0 jezeli
T, <t.

DEFINICIA 5. Rezerwa skladki netto nazywamy wielkos¢ V' okreslong wzorem

WV =EGL|T>t).
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Inaczej mowiac rezerwa sktadki netto jest to srednie warunkowe zobowigzanie ubez-
pieczyciela z tytutu tej umowy w chwili ¢, czyli jest to kwota jaka ubezpieczyciel powi-
nien posiada¢ w chwili £ na pokrycie réznic pomiedzy przysztymi wyptatami i sktadkami.
Jeszcze inaczej jest to wartos¢ umowy dla ubezpieczonego w chwili ¢, pod warunkiem,
ze ubezpieczony zyje w chwili £.

Zauwazmy ponadto, ze (L = L, a wiec
oV =EGLL|T>0)=E(L)=0.

PrRzykrAD 16. Rozwazmy ubezpieczenie 40-latka na zycie i dozycie na 10 lat, na
sume 1, platng na koniec roku $mierci. Rezerwe na koniec k-tego roku obowiazywa-
nia takiego ubezpieczenia oznaczamy przez Vg, dla & = 0,1,2,...,10. Oczywiscie
oVioe = 0 oraz 10Vy190 = 1, gdyz jezeli ubezpieczony przezyje 10 lat, to nastepuje
wyptata w wysokosci 1.

Ubezpieczony, dopoki zyje, ptaci on na poczatku kazdego roku sktadke w wysokosci
P,.101, ale nie dtuzej niz 10 lat.

Na przyktad zatézmy, ze nasz 40-latek przezyt 5 lat. Wtedy obecna wartos¢ przy-
sztego Swiadczenia jest taka sama jak wartos¢ obecna przyszlego swiadczenia w ubez-
pieczeniu na zycie i dozycie dla 45-latka na 5 lat. Zatem OWA przyszlego Swiadczenia
wynosi As 5.

Ubezpieczony, dopoki zyje, ptaci on na poczatku kazdego roku sktadke w wysokosci
P,y15, ale nie dtuzej niz 10 lat. Zatem skoro przezyt juz 5 lat, to obecna wartos$¢
przysztych sktadek jest taka sama jak obecna wartos¢ renty zyciowej terminowej dla 45-

latka na 5 lat, ale w wysokosci Pj,.1q) rocznie. Zatem OWA przysztych sktadek wyniesie
P, 1010455 Stad

5Vioao = Aussl — Laoo1tass)
Ogolnie dla £k =1,2,...,10

Vo101 = A4O+k:107k - P40:Wa40+k:107k‘

2.1. Rezerwy skladek w ubezpieczeniu na calte zycie. Wyprowadzimy te-
raz dla przykladu wzor na rezerwe sktadki netto .V, po k latach trwania umowy w
ubezpieczeniu z-latka na cate zycie. Wiemy juz, ze okresowa skladka netto w takim

ubezpieczeniu wynosi
A
PLE = fmy
Qg
gdzie A, jest jednorazowa sktadka w takim ubezpieczeniu. Strata ubezpieczyciela w
chwili £ wynosi

pEetl=k _ P$am7 jezeli k < K,

0, jezeli k > K.
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Obliczamy teraz obustronnie wartos¢ oczekiwana pod warunkiem K, > k i dostajemy
WVe=EQGL| K, > k)=
= Bt | K, > k) — P,E(ig==p | K. > k).
Ale na mocy hipotezy agregacji HA
P(K,—k=n|K, > k) = P(Kyy =n),

a wiec
k%:AI+k—anx+k, k:172,

2.2. Ubezpieczenie terminowe. Podobnie jak dla ubezpieczenia na zycie wypro-
wadzamy wzory na rezerwe w ubezpieczeniu terminowym x-latka na n lat. Mianowicie

po k latach trwania polisy (k < n) mamy

1 _ 1 _ pl
kvm:m - Am+k;n_k Pm:m aerk:nfk :

2.3. Ubezpieczenie na dozycie. Przy zatozeniach takich jak wyzej mamy

1 1 1.
kvﬂ?m - A$+k‘:n—kj Pacm a’$+k7’l—k :

2.4. Ubezpieczenie na zycie i dozycie. Przy zalozeniach takich jak wyzej mamy

k%:m = A:(:+k:n—k - Px:m At kin—kl*

2.5. Przyklady. Zatézmy, ze z-latek ubezpieczyl sie na cate zycie na sume C,
a wiec ptaci roczng sktadke w wysokosci C' P,.. Zatézmy dalej, ze po k latach od zawar-
cia umowy ubezpieczony zyje, ale nie chce (np. nie moze) ptaci¢ dalej sktadek. W ta-
kiej sytuacji ubezpieczyciel moze mu zaproponowaé¢ dowolny inny rodzaj ubezpieczenia,
ktorego jednorazowa sktadka netto rownataby sie wartosci zgromadzonej rezerwy, czyli
CV,. Taka zamiana jednego rodzaju ubezpieczenia na inne nosi nazwe konwersji po-
lisy. Oczywiscie konwersje mozna rozwazaé nie tylko dla ubezpieczenia na cate zycie,
ale réwniez dla innych rodzajow ubezpieczen. W kazdym przypadku obowigzuje zasa-
da, ze polisa nowego rodzaju musi by¢ tak skonstruowana, ze jej JSN netto jest rowna
rezerwie sktadek dotychczasowego ubezpieczenia.

Na przyktad, mozliwa jest kontynuacja ubezpieczenia na cate zycie, bez ptacenia

sktadek, ale oczywiscie na mniejsza sume Cyowe. Kwota ta jest ustalona tak, ze
C1novve Aac—f—k =C k‘/;v

Zatem

Vv, Agik — Paita P
Chrowe = C 227 — 0 224 a”*:c@-?.).
Apik Agik Agii/ G

P,
C’nowe =C|1- - .
( Px+k>

Ostatecznie
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PrzykrAD 17. Sktadka w ubezpieczeniu 50-latka na cate zycie na sume 10000 wy-

nosi

M3 5367.1479
1 P =1 — =1 —— = 205.84.
0000 Ps 0000 Neo 0000 131420475 95.8

Po regularnym ptaceniu sktadek przez 5 lat ubezpieczony moze zamieni¢ te polise na
nowg polise na zycie, tym razem bez koniecznosci ptacenia sktadek, ale na sume
P.
C’ = 10000 (1 -~ 50) :
Pss

Mamy
M5 4699.687

N5 125519.346
a wiec C" = 2098.69. Suma ta moze wydawaé sie mata (w poréwnaniu do 10000), ale

P55 - == 0037442,

musimy pamieta¢ o krétkim okresie ptacenia sktadek. Jezeli natomiast ubezpieczony
bedzie ptacit sktadki przez 20 lat, i nie chce ptaci¢ dalej, to moze on jg zamieni¢ na

nows, polise na sume

P
C" = 10000 (1 — 50) — 9211.84.
P70

PrzYKLAD 18. 40-latek ubezpieczyt sie na zycie i dozycie na 25 lat na sume 10000.
Zatem optaca on corocznie sktadke w wysokosci
My — Mgs + Des

Nyo — Nes

Obecnie po 20 latach optacania sktadek ubezpieczony nie chce juz dalej ptaci¢ sktadek

= 20000 - 0.02875 = 574.98.

20000 P55 = 20000

w tej wysokosci, i dostal od ubezpieczyciela trzy oferty.

e Pierwsza to oferta zamiany polisy na taka, ktéra gwarantuje wyptate rezerwy
netto w formie dozywotniej renty, ptatnej co miesigc z géry przez najblizsze
5 lat. Obliczymy wysokos¢ II comiesiecznej wyptaty. Wielkosé¢ ta wyznaczamy
z zaleznosci

20000 20Vo95 = 12 - I - i)

60:51°
a wiec
Vi,
T = 20000 2025
12 a60:5
Mamy
Mgy — Mgs + D
Agoq = =2 D;j TV _ 83032,
oraz
Ngo — N,
gy = % — 4.41168.
Zatem

20Vi0.351 = Aol — Pioazsideos = 0.70348.
Ponadto 3(12) = 11/24

déﬁ% = dgo5 — F(12) = 3.95334.
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Stad II = 265.76.
e Druga oferta, to zamiana na polis¢ na zycie i dozycie na 5 lat, bezsktadkowsa

na sume C; < 20000. Wyznaczmy wielkos¢ C'y. Jest ona zadana rownaniem

ClAﬁoﬂ = 20000 - 20V40:ﬁ>

a wiec
C1 = 20000 - Asos = Paozsidens) _ o000 . (1 - Pw:ﬁ) :
Aoz 60:5]

Korzystajac z powyzszych obliczen mamy
Agos  0.83032

P = - = 0.18821,
6051 = G 441168
a wiec
0.02875
= 20000 - (1 — ——" ) = 16944.90.
€= 20000 < O.18821> 694490

e Trzecia oferta to ptacenie przez nastepne 5 lat sktadek rocznych w wysokosci
potowy dotychczasowych sktadek, ale ze zmiang sumy ubezpieczenia na Cy <

20000. Obliczymy nowsg sume ubezpieczenia. Wielko$¢ te wyznaczymy ze wzoru
20000 20 Vy0.551 = CoAgo5 — ; -20000 - Pyg.35160.5-
Zatem po przeksztatceniach jak wyzej
Cy = 20000 - (1 _ L ];40:ﬁ> = 18472.45.
60:5]

2.6. Jeszcze o rezerwach w ubezpieczeniu na cate zycie. Rozwazmy jeszcze

raz rezerwy w ubezpieczeniu na cale zycie. Przypomnijmy, ze
k‘/z:Ax+k_Pwdx+k7 k:Oa172"-7 (a)

gdzie

e A,k oznacza jednorazowa sktadka netto w ubezpieczeniu (z + k)-latka na cale

zycie,
e P, oznacza wysokos¢ sktadki rocznej w ubezpieczeniu x-latka,
® (i, jest wartoscig aktuarialna renty dozywotniej dla (x 4 k)-latka.
Dalej zauwazmy, ze
Ar = v[¢e + peAata], (b)

gdyz sktadka w ubezpieczeniu na zycie x-latka powinna pokrywac

e ubezpieczenie z-latka na najblizszy rok; sktadka za takie ubezpieczenie wynosi

V(x5
e ubezpieczenie z-latka na cale zycie odroczone o 1 rok; sktadka w tym ubezpie-
czeniu wynosi

1\AJ1 - vpra:—‘rl-
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Sumujac obydwa sktadniki otrzymujemy szukany wzor.
Analogicznie
i = 1+ Upyias. (c)
Istotnie, wartos¢ aktuarialna renty dozywotniej dla x-latka jest taka sama jak wartosc¢
renty odroczonej o rok (czyli vp,a,.1) powiekszona o 1 (czyli o pierwsza rate renty).

Wykazemy teraz, ze
KVe + Po = [qurk + ki1 VaDaoik] - (d)
Mamy

p U;) v [qu + (AngH — dex+k+1)px+k]

(a) .
= (Vqgtk + VDpikAziit1) — Pp UDpiklat ki

(b)’Z(C) Ax-i-k + P:L’(l - ax-i—k)

= Apsr — Polgyr + P,
@V, + P =L
Ze wzoru (d) tatwo otrzymujemy wzor
KVe + Pe =0 [ Ve + (1 — 501 Va) Gora] - (e)

Wzér (e) ma nastepujaca interpretacje: xV, oznacza wartos¢ umowy po k latach od
chwili jej zawarcia. Inaczej jest to kwota, ktora nalezy wyptaci¢ ubezpieczonemu, ktory
nie chce dalej kontynuowac¢ ubezpieczenia, a wiec w chwili k ubezpieczyciel powinien
mie¢ zgromadzona sume ;V,. Jednoczesnie w chwili k ubezpieczyciel pobiera sktadke
w wysokosci P, za kolejny rok ubezpieczenia. Wzér (e) méwi, ze suma rezerwy i sktadki
jest wartoscia obecna kwoty potrzebnej za rok. Kwota ta wynosi co najmniej 1V,
nie zaleznie od tego czy ubezpieczony przezyje czy nie. Jezeli jednak nie przezyje (co
stanie sie z prawdopodobienstwem g, 1), to oprocz .1V, potrzebna bedzie jeszcze kwota
1 — x11V,, gdyz ubezpieczenie jest zawarte na sume 1.

Wzér (e) mozna zapisa¢ w postaci
Px = UkJer;r - kvx + 1}(1 - cher;C)qurk)

a wiec
P, =m 4+ m,

gdzie
T = Vk+1Ve — £ Va (f)

jest to tzw. czesé¢ oszczednosciowa sktadki P, oraz
T =0(1 = 51 Ve ) Gosk

jest to tzw. cze$¢ pokrywajaca ryzyko $mierci w ciggu najblizszego roku.
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Ze wzoru (f) wynika nastepujacy wzér

k—1
Vo= (1407, (éw)

j=0
Wzér ten oznacza, ze wartos¢ rezerwy V. zgromadzonej jest rowna wartosci zakumulo-
wanej przesztych sktadek oszczednosciowych, a nie catej wartosci sktadek P,. Podobna

analize sktadek mozna przeprowadzi¢ w innych typach ubezpieczen.

2.7. Rezerwy skladek pltaconych krécej niz okres ubezpieczenia. Rozwaz-
my teraz przypadek ubezpieczen optacanych sktadka okresowa, ale przez okres krotszy
niz okres waznosci ubezpieczenia.

Jako pierwszy przyktad rozwazmy ubezpieczenie z-latka na cale zycie na sume 1,
ze sktadka placona przez pierwsze h lat. Przypomnijmy, ze roczna sktadka w takim
ubezpieczeniu wynosi
Ay
)

Rezerwe w chwili k& w takim ubezpieczeniu oznaczamy symbolem ?V,. Mozna ja obliczy¢

hPx:

7€ WZOTru
Agir — nPrly =, dla k <h,
Ax-l—k‘a dla k£ > h,,

h
ka:

Przypomnijmy, ze w zwyklym ubezpieczeniu na cate zycie
k‘/x = A.Z‘+k} - anx—l—k

Zauwazmy, ze 4,5 < Gy, a Wiec p P, > P,. Zatem w okresie optacania sktadek rezer-
wa w ubezpieczeniu ”kombinowanym” jest mniejsza niz w zwyktym, a gdy optacanie
sktadek ustaje nieréwnos¢ zmienia si¢ na przeciwna.

Podobne wzory mozna podaé¢ w przypadku ubezpieczenia na zycie i dozycie na n lat,

optacanego przez h lat, h < n, sktadkg roczng w wysokosci

Ax'm
hPx:m - .
Q)

Rezerwa w takim ubezpieczeniu wyraza sie wzorem

hv _ A:E+k:m - hPx:m derk:m? gdy k< h,,
kVanl —

Ak gdy h <k < n.

Ostatni przyktad to renta dozywotnia odroczona o m lat, optacana sktadksg przez

pierwsze m lat. Wtedy sktadka roczna wynosi

WP (i) = mile

Ay
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oraz rezerwa w chwili k

W . m—k| Gtk — mP (m|d:v) Ay i 8dy kB < m,
LV (i) =
d:{:+ka gdy k> m.
2.8. Wzory komutacyjne na rezerwy. Korzystajac ze wzoréw na A,, P, i a,
w terminach funkcji komutacyjnych tatwo mozna wyprowadzi¢ analogiczne wzory na

rezerwy. Mianowicie,
A M, . N, M,
T T Ty Ay = Fa -
x

a wiec

Mm+kNx - MxNx—l—k
Dz+k
Podobne wzory mozna wyprowadzi¢ dla rezerw w innych typach ubezpieczen.

kvm =






